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绪 论 


$ 1. 实现 或 腾 入 问题 


依照 F. Klein 的 经 典 的 理论 , 几何 学 研究 某 种 类 型 图 象 的 某 种 类 型 的 性 质 , 而 且 也 
正直 于 所 芳 虑 的 图 象 与 性 质 各 不 相同 ， 相 应 地 形成 了 种 种 不 同 的 几何 学 分 支 ， 如 果 细 加 
分 析 ,那么 各 种 几何 图 象 ,尽管 来 源 有 别 , 归根 到 底 往往 归结 为 位 于 某 一 欧 氏 空间 中 的 “其 
体 的 图 象 ,这 个 欧 氏 空间 可 以 是 有 限 维 的 ,也 可 以 是 无 限 维 的 , 即 Hilbert 空间 .特别 是 
当 图 象 来 源 导 自 分 析 时 是 如 此 ， 另 一 方面 ,为 了 要 研究 这 些 图 象 的 内 在 的 特性 , 也 就 是 属 
于 图 象 本 身 而 与 所 在 空间 无 关 的 那 种 特性 ， 就 有 必要 从 一 开始 就 以 抽 旬 而 独立 的 形式 来 
加 以 定义 , 例如 从 Cantor 关于 欧 氏 空间 中 点 集 的 研究 逐 源 发 展 成 的 拓扑 空 概念 ,2 
根据 欧 氏 空间 中 光 讲 曲线、 曲面 等 引伸 而 成 的 Riemann 流 形 或 微分 流 形 的 概念 等 . 
自然 引起 的 问题 是 : 如 何 能 把 "抽象 "概念 与 "具体 "事物 恒 同 起 来 ， 更 明 确 地 说 次 定 是 
否 一 个 "抽象 ”的 事物 可 “实现 ”为 在 某 一 有 限 维 或 无 限 维 欧 氏 空间 中 ”具体 “的 事物 .这样 
一 个 问题 的 正面 的 答案 我 们 称 之 为 "实现 ”定理 或 " 嵌 人 "定理 ， 许 多 几何 学 中 的 基本 定理 
正 是 属于 这 样 一 种 性 质 ， 仅 从 拓扑 学 方面 来 说 ,就 可 以 提 到 下 面 两 个 例子 : 

1”Urysohn 定理 : Hilbert 空间 中 的 子 空间 , 即 正 则 而 有 可 数 基 的 那 种 拓扑 空间 . 

2” Menger-N6beling 定理 : 欢 氏 空间 中 的 于 固 集 , 即 维 数 有 限 、 有 可 数 基 而 紧 致 的 那 
种 拓扑 空间 . 

这 些 定 理 给 与 了 某 种 类 型 的 图 象 以 一 个 总 的 概括 ,所 谓 空间 的 正则 性 、 爱 致 性 等 等 
本 来 是 对 于 欧 氏 空间 中 图 象 观察 分 析 而 抽象 出 来 的 ,上 面 的 两 条 定理 说 明 , 在 某 种 类 型 图 
象 所 具有 的 无 数 的 拓扑 性 质 里 面 ,这 些 性 质 是 具有 代表 意义 的 ,因此 它们 在 拓扑 中 占据 着 
重要 地 位 力 是 当然 的 . 

对 于 这 一 类 问题 ， 我 们 还 可 进一步 提出 ， 在 一 特定 维 数 的 欧 氏 空间 中 所 能 容纳 的 图 
象 ， 例如 平面 中 所 有 可 能 的 线性 图 ,三 维 空间 中 所 有 可 能 的 Riemann 曲面 等 ， 就 拓扑 学 
而 论 , 我 们 将 特别 从 事 于 以 下 间 题 : 

问题 1 (空间 的 拓扑 实现 )， 一 个 拓扑 空间 可 实现 为 尺 维 欧 氏 空间 中 的 拓扑 子 空间 的 
条 件 为 何 ? 

问题 U1( 复 形 的 半 线 性 实现 )， 一 个 复 形 具有 齐 分 可 实现 为 一 N 维 欧 氏 空间 中 的 欧 氏 
复 形 的 条 件 为 何 ? 

问题 HI (微分 流 形 的 微分 实现 )， 一 个 微分 流 形 可 实现 为 一 尽 维 欧 氏 空间 中 的 光 汪 
芒 形 的 条 件 为 何 ? 


这 样 的 问题 要 求 完全 解决 , 自然 希望 是 极 少 的 . 如 果 与 Riemann 流 形 在 入 维 欧 氏 空 
则 中 的 实现 问题 相 比 较 , 后 者 自 E，Cartan 以 来 即使 在 “局 部 实现 问题 上 成 果 也 不 多 ,由 
此 就 可 以 想到 前 述 问 题 的 困难 程度 如 何 , 事实 上 , 我 们 的 工作 也 只 限于 提供 一 些 方 法 ,对 
上 述 问 题 [一 II (主要 是 问题 fT) 求 得 部 分 成 果 而 已 . 

这 就 是 本 书 的 目的 . 


$ 2. 已 知 的 成 果 及 其 分 析 


在 文献 中 曾经 出 现 过 研讨 间 题 [一 [TI 的 几 种 比较 一 般 的 方法 ， 它 们 对 于 在 NN 维 欧 氏 
空间 中 实现 的 可 能 性 问题 都 曾 提供 了 重要 的 知识 ， 以 下 我 们 将 逐一 叙述 这 些 方法 中 的 三 
个 方法 . 

方法 工 假设 一 个 紧 致 空间 X 已 实现 为 一 N 维 欧 氏 空间 R* 中 的 子 空间 、 那 么 考虑 
R" 一 X 与 和 的 性 质 间 的 关系 ,即将 给 出 X 可 实现 于 这 样 一 个 Rx 中 的 某 些 条 件 ， 这 一 方 
法 可 以 追 调 到 Alexander 的 早期 工作 ,例如 ,由 Alexander 对 偶 定 理 可 知 在 整 系数 或 mod2 ， 
Berti 数 间 有 以 下 关系 : 产 (RY 一 和) 一 p(X),i 关 0, pCRY 一 X) 一 pr-K(X) 十 1， 
由 此 即 得 pr(X) = p-《R* 一 XX) 一 0， 而 这 给 出 了 X 可 实现 于 R* 中 的 一 个 必要 条 件 ， 
特别 是 一个” 维 闭 流 形 不 能 在 R* 中 实现 ，Hantzsche 应 用 了 同样 的 方法 ， 研 究 了 当 一 个 
n 维 闭 流 形 X 实 现 于 Ref 中 时 ,在 X 与 Ref 一 X 下 同调 洒 之 间 的 对 信 关 系 ,由 此 提 
了 XX 可 实现 丁 Ret 中 时 用 Berti 数 与 据 系 数 来 表达 的 一 些 必要 条 件 . 同样 , 在 X 是 4 维 
投影 空间 时 ，Hopf 通过 对 于 XX 与 Ref' 一 X 间 同 调 环 的 对 偶 关 系 以 证 明了 一 个 维 投影 
空间 不 能 在 Re+' 中 实现 这 一 定理 ， 与 Hopf 同样 的 想法 使 Thom 获得 了 更 一 般 的 结果 : 

一 个 4 维 闭 流 形 X 实 现 于 R"+! 中 时 用 X 的 同调 环 表达 的 某 些 必 要 条 件 . 近年 来 Peterson 
更 研究 了 X 与 R* 一 X (或 更 正确 些 说 SY 一 x， 这 里 5* 是 假定 X 已 在 其 中 实现 的 一 个 
” 维 球 ) 间 同调 运算 的 关系 ,由 此 而 获得 若干 有 趣 的 实现 定理 . 

方法 I， 假设 X 已 实现 于 RV 中 ,与 第 1 方法 有 所 不 同 , 我 们 可 以 不 考虑 X 与 其 余 集 

一 X 的 性 质 间 的 关系 , 而 考虑 X 与 它 在 R* 中 的 邻 域 的 柏 质 之 闻 的 关系 ,这 个 方法 似 
天 Whitney 用 之 于 微分 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 微分 实现 这 一 问题 上 的 , 依据 这 吉 
思考 Whitney 又 创立 了 球 纤维 从 理论 并 引入 了 微分 流 形 M 的 所 谓 Stiefel-Whitney 示 性 
类 Wi'iE HI(M，, mod2), 以 及 对 偶 Whitney 示 性 类 瑚 < 瑞 (M, mod 2), 这 些 类 在 拓 守 学 
以 及 微分 几何 中 都 起 了 重要 的 作用 ,就 仅 与 实现 问题 有 关 者 而 论 ,我 们 暂时 可 以 提 刘 下 面 
已 成 经 典 的 Whitney 定理 : 

定理 1(Whitney)， 一 个 = 维 微分 流 形 M* 若 能 微分 实现 于 一 N 维 欧 氏 空间 中 ， 则 
必须 有 


WACM") ~—0, NC—n. (1) 
微分 流 形 上 Stiefel-Whitney 示 性 类 这 一 概念 曾 被 Pontrjagin 推广 为 更 一 般 的 示 性 类 ， 


. 2 . 


其 中 除 Stiefel-Whitney 示 性 类 外 ， 最 重要 者 为 所 谓 Pontrjagin 示 性 类 P*€ H%(M) 与 对 
偶 Pontrjagin 示 性 类 PK e HK (M )， 与 上 面 的 Whitney 定理 同样 ,我 们 也 有 下 面 的 
定理 2. 一 个 = 维 微分 流 形 M* 如 果 能 微分 实现 于 一 六 维 欧 氏 空间 RY 中 ,必须 有 
PR(M*)=0, 2X>N—n. (2) 
Thom 依据 了 同一 原则 但 应 用 拓扑 空间 的 拓扑 实现 ,研究 了 实现 于 RY 中 的 空间 X 的 
Steenrod 平方 运算 以 及 它 在 RX 中 邻 域 的 Steenrod 平方 运算 间 的 关系 , 效 得 了 下 面 的 
定理 3， 一 个 局 部 可 缩 紧 Hausdorff 空间 X 如 果 可 在 RY 中 拓扑 实现 ,必须 有 
SmiH'(X, rmod2) 一 0 2 十 之 和 ， (2) 
这 里 
Sm': H'(X, mod 2) 一 有 ACE mod 2) 
是 由 Steenrod 平方 运算 从 下 关系 所 确定 的 某 种 同 态 : 
>， ws ‘> 0™, (4) 
iti=k 恒 同 同 态 ， 《一 0 时 . 
同一 原则 还 曾 被 不 少 学 者 用 以 研究 微分 流 形 的 微分 实现 问题 ,例如 Massey 研究 了 流 
形 实现 于 欧 拓 空间 中 时 它 的 “ 管 形 ” 的 上 同调 环 ，Atiyah 则 把 这 一 管 形 作 为 所 谓 流 形 的 
Grothenthick 环 的 一 个 元 素来 研究 它 ,等 等 ,似乎 循 着 这 一 方向 还 有 着 广阔 的 前 景 ， 
方法 TI 在 1932 年 时 Van Kampen 发 表 了 一 篇 非常 有 趣 的 论文 ， 其 内 容 是 关于 复 
形 在 欧 氏 空间 中 的 半 线 性 实现 ， 而 所 用 方法 的 原则 则 与 前 二 者 完全 不 同 ， 由 于 它 的 重要 
性 我 们 将 在 以 下 作 较 详细 的 描述 . 
很 早 以 前 就 已 经 知道 , 一 个 =” 维 单纯 复 形 K" 必 可 在 一 22 士 工 维 欧 氏 空 间 中 线性 实 
现 ，Van Kampen 进一步 从 事 了 KR" 在 22 维 欧 氏 空间 R2” 中 线性 实现 的 问题 并 依 下 面 的 
想法 来 进行 
没 想 把 一 个 2 维 有 限 单 纯 复 形 K*“ 尽 量 可 能 ”地 线性 实现 于 R” 中 ,一 般 说 来 ,我 们 
自然 不 可 能 期 望 得 到 一 个 真正 的 实现 , 但 将 得 到 一 个 几乎 近似 于 真正 的 实现 , 换言之 ,只 
有 有 限 多 个 “ 奇 点 ”的 近似 真正 实现 , 这 些 奇 点 力 是 K" 中 两 个 本 不 相遇 的 维 单 形 放 入 
R2 中 后 可 能 有 的 交点 。 现在 的 问题 是 : 〈i 从 这 些 奇 点 的 探讨 是 否 可 以 导出 一 些 
K” 有 关 但 与 放 法 无 关 的 不 变量 2 (ii) 有 什么 方法 以 及 在 什么 条 件 之 下 可 以 除去 这 些 奇 
点 以 得 到 一 个 真正 的 ( 半 线 性 ) 实 现 ? 
为 此 设 K” 中 的 《 维 单 形 为 $。K* 中 两 个 没有 公共 顶点 的 单 形 将 称 为 是 分 离 的 . 命 
4 为 所 有 无 序 指数 偶 (六 的 集合 . 对 应 于 分 离 的 w 维 单 形 5? 与 8 所 成 的 偶 , 作 一 整数 
环 上 的 向 量 空间 L， 其 维 数 恰 为 4 中 元 素 的 个 数 。 于 是 工 中 任 一 向 量 可 表 作 一 组 整数 
(ai)， 这 里 (i,， 站 EE 4， 对 K" 中 每 一 对 分 离 的 单 形 S27 与 57 可 作 一 上 中 的 向 量 
Vi 一 《op) 如 下 : 如 果 i, ;都 关 1, 或 其 中 之 一 , 例如 j= 二 1, 但 557 非 53 的 面 时 , 即 凌 
oi 一 0， 否 则 置 or 一 土 1 (符号 适当 地 选取 )。 如 果 P? 一 P 是 上 面 这 种 向 量 Vi 间 的 一 
个 整 系数 线性 组 合 ， 则 工 中 的 两 个 向 量 P，P 将 称 为 等 价 的 .于 是 工 中 的 向 量 分 成 了 若 


3 可 


只 与 


干 等 价 类 ， 任 一 K* 到 R*” 中 依 前 面 所 说 的 那 种 近似 真正 实现 ， 将 确定 一 工 中 的 向 量 
P 二 (0;;), 其 中 oi 为 57 与 5? 在 确定 定向 R*” 中 的 交 截 数 ，Van Kampen 的 工作 指出 ,不 
论 KR" 到 Ra 中 的 近似 真正 实现 为 何 ,相应 向 量 P 的 等 价 类 总 是 相同 的 , 因 之 是 复 形 KR" 的 
一 个 不 变量 ,而 这 给 出 了 上 面 问题 (1) 的 一 个 答案 , 记 此 不 变量 为 VCK"), 则 显然 有 下 面 
的 定理 . 

定理 4 (Van Kampen)、 一 个 维 有 限 单纯 复 形 K" 如 能 在 R” 中 线性 实现 (或 
甚至 半 线 性 实现 ), 必 须 有 


VC(K")=0 (5) 
( 即 等 价 类 VCK") 含有 工 中 的 0 向量)， 

由 YCK") 的 定义 可 见 由 一 K* 到 R” 中 的 近似 真正 实现 f 所 确定 的 向 量 P?， 可 以 视 
为 是 f 成 为 一 个 真正 实现 的 某 种 “阻碍 ”, 它 体现 了 f 与 一 真正 实现 之 间 差 距 的 某 种 度量 ， 
因此 自然 地 引起 这 样 的 猜测 , 即 VCK") 之 为 0 将 使 奇 点 的 除去 成 为 可 能 ,以 致 条 件 (5) 不 
仅 是 K" 可 线性 或 半 线 性 地 实现 于 R? 中 的 必要 条 件 , 同时 也 是 充分 条 件 . 在 ”> 2 时 ， 
Van Kampen 也 曾 发 表 了 这 样 的 一 个 证 明 ， 但 其 中 一 个 根本 性 的 错误 使 这 一 证 明 本 身 不 
能 成 立 , 这 一 问题 因 之 虚 悬 直至 晚近 始 获 解 决 , 这 在 下 面 还 将 论 及 ， 

如 果 Van Kampen 内 考虑 了 复 形 在 欧 氏 空间 中 的 线性 或 半 线 性 实现 的 问题 , 那么 
Whitney 与 Pontrjagin 在 芳 虑 微分 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 微分 实现 问题 时 , 也 使 用 了 与 之 有 
某 种 类 似 的 -阻碍 "方法 . 例如 , 早 在 1936 年 时 ，Whitney 就 证 明了 一 个 4 维 微分 流 形 M” 
必 可 微分 实现 于 一 2z 十 1 维 欧 氏 空间 中 。 如 果 我 们 尝试 把 M" 尽 可 能 地 微分 实现 于 某 
一 入 维 欧 氏 空间 中 , 而 入 所 24 时 ,一般 说 来 将 出 现 一 些 奇 点 , 而 象 Pontrjagin 所 证 明 的 
那样 ,这 些 奇 点 将 负载 革 些 下 闭 链 , 它 们 的 对 偶 上 同调 类 将 与 合理 地 选择 的 近似 真正 实现 
无 关 而 为 流 形 不 变量 , 在 后 来 被 称 为 流 形 的 示 性 类 , 它们 包括 了 在 方法 II 中 已 经 提 到 过 
的 Stiefel-Whitney 示 性 类 与 Pontrjagin 示 性 类 ， 从 这 一 点 也 可 平凡 地 得 出 定理 1 与 2 来 ， 
再 省 ,在 NN 二 2z 时 , M* 到 Ra 中 一 个 合理 的 近似 真正 实现 将 只 有 一 些 弧 立 的 奇 点 ,而 除 
去 这 些 奇 点 的 一 些 方法 使 Whitney 获得 下 面 的 且 同 样 已 成 为 经 典 的 定理 : 

定理 5 (Whitney). 任 一 4 维 微分 流 形 必 可 微分 实现 于 R” 中， 

象 由 Shapiro 与 作者 所 指出 的 那样 ， 在 w > 2 时 这 一 Whitney 的 方法 也 可 用 在 其 些 
情况 下 移 去 一 个 w 维 复 形 到 R” 中 一 近似 真正 半 线 性 实现 中 所 出 现 的 在 点 、 而 这 恰好 弥 
补 了 Van Kampen 原 证 中 的 缺陷 ,从 而 回答 了 在 上 述 情形 下 的 问题 (1); 

定理 6 《Van Kampen-Shapiro- 吴 文俊 )， 一 个 维 数 w > 2 的 有 限 单纯 复 形 及 " 如 
果 有 


V(K") 一 0， 
则 必 可 半 线 性 地 实现 于 R” 中 ， 
应 该 提 到 , 象 上 面 所 描述 的 由 Van Kampen 与 Whitney 所 建立 的 基本 想法 , 已 被 
Hacfliger 用 之 村 微分 流 形 微分 实现 问题 上 而 且 推广 甚 远 ，Haefliger 有 关 流 形 的 这 一 理论 ， 
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在 什么 程度 上 可 以 推广 到 可 齐 形 或 复 形 的 实现 问题 上 , 力 是 一 个 极 有 意义 的 课题 . 


; 3. 本 书 中 的 方法 


本 书 中 用 以 处 理 实现 问题 的 方法 ， 黄 基于 下 面 简 单 的 观察 .一 个 空间 X 到 另 一 空间 
Y 中 的 (拓扑 ) 实 现 , 需要 存在 一 个 一 对 一 的 X 到 Y 中 的 肌 象 1}, 以 致 KX) 在 f 下 与 X 拓 
扑 等 价 , 这 样 一 个 实现 映 象 /, 因 之 是 一 个 “拓扑 ”的 连续 映 象 , 其 主要 的 特征 之 一 是 一 对 
一 的 ， 因 此 所 谓 实现 问题 是 一 “拓扑 性 ”的 问题 , 而 与 流 形 于 代数 拓扑 中 大 部 分 问题 , 主 
要 是 属于 “ 同 伦 性 ”的 问题 有 别 . 对 后 者 ， 由 于 主要 是 “ 同 伦 性 ”的 ， 故 代数 拓扑 中 的 强 
有 力 的 “ 同 伦 ” 方 法 ,往往 直接 可 以 应 用 上 去 ,而 对 前 者 则 否 . 为 了 要 克服 这 一 潜在 于 实现 
问题 中 的 困难 ,必须 找到 合适 的 方法 把 映 象 f 的 一 对 一 性 显露 出 来 ,然后 再 使 用 通常 的 同 
伦 方法 . 

为 此 我 们 引入 了 空间 %* 与 X*, 各 直 X 的 所 有 有 序 与 无 序 点 偶 (x,, x*2) 与 [myxz] 一 
lx,*,] 所 组 成 ,这 里 my， x2 EX 而 x 闯 x2， 试 邯 不 从 Y 依 同 样 方式 导出 的 空间 Y* 与 Y*， 
于 是 一 个 实现 映 象 f:X 一 Y 将 自然 地 引出 实现 映 象 名 :和 一 YY 与 F:X* 一 Y*, 这 里 
F (xy zi) 一 (fx fx)) 与 F [zr,, +2] = [f(x,), f (x)]， 如 果 估 计 到 映 象 了 的 一 对 
一 性 在 定义 这 与 F 时 邑 已 用 到 ， 就 不 难 引 导 到 这 样 一 个 猜测 : 即使 我 们 只 考虑 与 F 的 
连续 性 ,也 要 比 只 考虑 f 的 连续 性 者 为 多 , 而 这 仅仅 是 “ 同 伦 ”方法 在 与 F 上 的 应 用 , 这 
就 可 给 出 和 到 Y 中 实现 可 能 性 的 一 些 实质 性 的 线索 . 不 出 所 料 ， 真 正 的 情况 确 是 这 样 ， 

事实 上 , 试 记 祷 * 到 X* 以 及 区 到 Y* 的 自然 投影 各 为 xx 与 xy, 则 有 以 下 作为 连续 


映 象 的 可 交换 图 象 ,其 中 多 与 的 一 对 一 性 我 们 已 置 诸 不 顾 : 
守 * F 祈 * 
|= | (*) 
X* Y* 


现在 的 问题 是 ， 从 这 样 一 个 可 交换 图 象 能 得 出 些 什 么 结论 呢 ? 
对 于 这 样 的 问题 是 有 现成 的 工具 可 用 的 ， 显 然 %* 是 X* 上 的 一 个 二 时 履 迭 空间 ,其 
覆 迭 变换 是 一 在 %* 中 没有 定点 而 周期 等 于 2 的 拓扑 变换 ,于 是 P， A. Smith 的 著名 理 沦 
各 出 对 这 样 一 对 空间 (8* , X*) 可 配 以 一 组 上 类 4” (XX*, X*)€ H”m(X*, Jw)，m 之 0， 
这 里 Tow 等 于 整数 群 或 模 2 整数 加 法 群 , 视 r 为 偶数 或 奇数 而 定 ， 由 于 XX*,X* 与 xx 都 
完全 依赖 于 空间 美 , 故 这 些 类 4" (XX*, X*) 实际 上 是 X 自身 的 拓扑 不 变量 而 可 合理 地 使 
用 下 面 的 记 守 
BX) = AKT*, KX*) E HX*, Tm)). 
容易 证 明 @”(X) 一 0 将 列 售 不论 i 之 0 如 何 都 有 8”*X) 二 0, 因 之 可 引进 一 整 
数 1CX) 或 十 co 使 其 为 使 8"X) 一 0 的 最 小 整数 , 同样 对 了 也 可 定义 8”(Y) 与 1(Y)， 
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于 是 依 P. A, Smirh 的 理论 从 可 交换 图 象 ( ) 应 可 得 
F*O™Y) 一 OP"(X). 


由 此 即 得 
定理 1， 一 个 空间 X 如 果 能 拓扑 实现 于 一 空间 Y 中 , 则 必须 有 
IC(X) ICY). 
特别 在 Y 等 于 一 NN 维 欧 氏 空间 R 时 ， 可 证 1(R*) 一 N 一 1. 因 之 有 以 下 定理 作为 
推论 : 


定理 2 一 个 空间 X 如 果 可 在 NN 维 欧 氏 空间 RY 中 拓扑 实现 , 则 必须 有 
I(X) 夺 NC—1, 
或 即 
DIXR) 一 0. 

这 两 定理 虽然 是 P，A. Smith 理论 的 直接 推论 ， 却 是 我 们 整个 理论 的 核心 ,值得 广 
意 的 是 ， 这 些 定理 。 尽 管 如 此 不 足 道 ， 却 还 包含 了 象 $ 2 所 氢 述 的 Whitney，Thom，Van 
Kampen 等 人 的 主要 结果 作为 它们 的 特 款 . 更 精确 言 乙 , 我 们 有 以 下 诸 定 理 (p; 表 模 2 约 
化 );: 

定理 3. 如 果 X 是 一 局 部 可 缩 的 紧 Hausdorff 空间 , 且 有 p;8N《X) 一 0, 则 有 

SmiH(X,mod2) 一 0，2 十 y 全 和 N， 
定理 4 如 果 M* 是 一 维 微 分 流 形 , 且 有 egCM2) 一 0, 则 
Wt(M") = 0，>N 一 2 时 , 

定理 5. 一 个 4 维 有 限 单纯 复 形 K* 的 Van Kampen 不 变量 VCK”), 如 果 适 当地 给 
以 诠释 , 即 为 上 类 @*(|K*|)., 

最 后 一 个 定理 说 明 = 维 复 形 玉 " 的 上 类 8B?(|K"|) 可 以 诠释 为 天 到 R 中 线性 或 
半 线 性 实现 的 某 种 阻碍 ,对 于 其 他 的 那些 类 9” (| 天 ?| ) 也 同样 ,而 这 给 出 了 这 些 8@- 类 的 
一 个 阻碍 理论 ,这 一 理论 由 作者 也 由 Shapire 所 建立 ,特别 是 , 象 在 $2 中 及 其 末 所 叙述 的 
那样 ，Van Kampen 的 方法 配合 着 Whitney 的 一 个 方法 ， 足 以 移 去 Van Kampen 原 证 中 
的 一 个 缺陷 而 与 $ 2 的 定理 5 相 结 合 时 ,可 用 以 证 明 下 面 的 

定理 6， 一 个 维 数 > 2 的 有 限 可 剖 形 天 在 R2 中 可 拓扑 实现 的 充 权 条 件 是 
P|K*|)= 0， 

应 该 提 到 上 面 的 简 襄 理论 可 以 循 着 种 种 不 同 的 方向 加 以 推广 ， 首先， 不 仅 可 以 芳 虞 
实现 或 嵌 人 问题 ,还 可 用 同样 方法 来 著 虑 局 部 实现 或 浸入 以 及 同 痛 等 问题 ,并 可 效 得 与 定 
理 6 相当 的 类 似 结果 .其 次 ,与 空间 X 相配 的 空间 久 * 可 视 为 由 一 两 个 点 组 成 的 标准 空间 
Z 到 XX 中 所 有 拓扑 映 象 所 构成 的 一 个 空间 T(Z,X)， 于 是 不 用 这 一 Z 以 及 Z 到 X 中 的 振 
扑 拟 象 作为 标准 空间 与 标准 映 象 ， 我 们 也 可 使 用 其 他 的 标准 空间 作为 Z 也 可 用 其 他 类 型 
比 拓扑 映 象 更 灵活 的 映 象 来 定义 TC(Z,X)， 例 如 在 本 书 中 我 们 即 考虑 了 对 任意 质数 p,2 
是 由 ?个 点 所 成 的 空间 以 及 2 等 于 碟 形 等 这 些 情形 ,最 后 , 在 其 些 Gm"X) 一 0 时 并 可 发 
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展 一 个 二 阶 阻 碍 的 理论 ,这 在 X 等 于 微分 流 形 的 情形 已 证 实 是 富有 成 果 的 ,但 由 于 这 一 理 
论 正 处 于 发 展 过 程 中 ， 故 本 书 不 得 不 割爱 . 对 此 有 兴趣 的 读者 ， 可 参看 在 《中 国 科学 》 
1964 年 度 中 发 表 的 岳 景 中 与 作者 的 有 关 短 文 ， 


$4. 本 书 的 结构 


本 书 共 分 七 章 ,其 逻辑 上 的 联系 如 下 图 所 示 : 


四 
同调 运算 


五 
阻碍 理论 


第 三 章 在 全 书 中 鼎 握 着 中 心 的 位 置 ， 它 叙述 了 所 使 用 的 一 般 方 法 ,说 明了 有 关 的 基 
本 概念 ,并 提出 了 研究 各 类 问题 的 基本 不 变量 , 即 研究 嵌入 问题 的 @,- 类 ,研究 淄 人 问题 的 
宣 ,- 类 以 及 研究 同 痕 的 6- 类 等 ， 第 一 、 二 两 章 比较 说 来 是 属于 准备 性 质 的 ,前 者 推出 了 在 
第 三 章 中 所 引进 的 那 种 基本 不 变量 的 特性 , 即 拓扑 不 变 但 非 同 伦 不 变 的 那 种 性 质 ,并 叙述 
了 构成 具有 这 种 特性 的 不 变量 的 一 个 一 般 方法 ， 后 者 则 介绍 了 关于 周期 变换 在 没有 奇 点 
情形 下 的 P A.，Smith 的 理论 ， 它 给 出 了 工具 以 构成 对 我 们 来 说 是 重要 的 那些 基本 不 变 

最 后 四 章 中 主要 介绍 第 三 章 所 述 一 般 方法 的 应 用 ,第 四 章 引 进 了 同调 运算 , 与 通 冲 方 
法 不 同 而 仍然 依据 于 P，A. Smith 关于 周期 变换 的 理论 ， 通 过 这 些 运 算 表达 出 嵌入 中 没 
人 的 基 些 条 件 , 特别 是 因此 证 明了 2 中 Thom 的 定理 3 以 及 $ 3 中 的 定理 3, 第 五 章 包 
括 了 Van Kampen 阻碍 理论 在 洪 和 人 、 赣 入 与 同 痕 方 面 的 推广 ,依据 这 一 阻 但 理论 将 在 第 六 
章 中 证 明 , 在 一 般 情 形 时 用 我 们 的 基本 不 变量 来 表达 的 那些 必要 条 件 ,在 某 些 临界 情形 下 
同时 也 是 充分 的 . 最 后 一 章 则 致力 于 流 形 的 共和 信 、 温 人 与 而 痕 问 题 ， 我 们 不 仅 证 衣 了 
Whitney 的 那些 定理 ($ 2 的 定理 1 与 2), 并 证 明了 各 种 条 件 , 即 象 第 三 章 中 用 本 书 的 基本 
不 变量 所 表达 的 条 件 , 象 第 四 章 中 用 同调 运算 表达 的 条 件 ,以 及 在 末 一 章 中 用 示 性 类 米 去 
过 的 那些 条 件 ,在 组 合流 形 的 情形 下 恰恰 是 彼此 等 价 的 . 

应 该 提出 ,我 们 所 考虑 的 问题 主要 是 $ 1 的 问题 1 与 I, 而 问题 I 实际 上 并 夫 触 及 ， 
即使 是 Whitney 的 定理 以 及 各 种 条 件 的 等 价 关 系 ， 我 们 也 是 就 组 合流 有 形 的 拓扑 由 入 与 线 
性 嵌入 等 等 这 些 情 形 下 来 考虑 的 ,而 不 是 若 虑 微分 流 形 的 微分 嵌 人 等 等 情形 ,因此 整个 处 
理 方式 可 以 说 是 初等 性 质 的 ,唯一 的 例外 或 许 是 第 六 章 的 片段 以 及 第 七 章 的 y》 5. 事 实 上 ， 
微分 流 形 的 微分 欣 入 等 问题 需 用 的 方法 与 工具 和 本 书 中 所 使 用 者 相距 其 还 ， 也 因为 这 一 
项 因 我 们 完全 把 它 略 去 了 . 

在 本 书 之 末 又 附 人 了 一 些 历史 性 注释 ,对 于 有 关 的 历史 发 展 以 及 与 其 他 理论 的 联系 
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作 了 一 些 说 明 . 

作者 非常 感谢 许多 同志 的 帮助 ， 特 别 应 该 提 到 北京 大 学 的 启 山 涛 教授 与 中 国 科学 院 
数学 研究 所 已 故 摆 景 中 同志 .对 于 前 者 作者 曾 借用 他 不 少 重 要 的 想法 并 贯 忠于 全 书 之 
d1, 而 且 在 第 七 章 中 占 着 重要 地 位 的 吴 振 德 的 工作 ， 是 在 诀 先 生 的 协助 指导 下 完成 的 ;对 
于 后 者 ,作者 曾 与 他 有 过 不 少 可 贵 的 讨论 ,而 且 第 五 章 中 一 个 重要 定理 由 他 给 而 了 一 个 简 
单 融 亮 的 证 明 ,并 得 到 他 的 允许 而 插入 本 书 中 .此 外 ,作者 还 愿意 提 到 李 培 信 、 江 嘉禾 、 能 
金城 与 义 言 林 等 同志 ,他 们 都 是 在 中 国 科学 院 数学 研究 所 工作 ,与 作者 共事 . 

吴 文 俊 
中 国 科学 院 数学 研究 所 


第 一 并 


有 限 可 剖 形 的 非 同 伦 性 不 变量 


$1. 复 形 的 概念 


为 了 避免 可 能 有 所 混乱 ,我 们 将 氢 述 一 些 本 书 中 所 采用 的 名 词 与 符号 ,它们 有 了 时 与 常 
用 省略 有 不 同 . 
所 谓 复 形 , 系 指 " 抽象 复 形 "而 言 , 象 通常 那样 ,它们 定义 为 某 些 胞 腔 的 集体 ,具有 非 
负 维 数 隙 数 (dim)， 面 关系 (<) 与 关联 数 ([,1)， 其 详 可 参阅 例如 Lefschetz [6]， 第 三 
章 $1。 只 是 除了 原 有 的 那些 公理 之 外 ,我 们 将 再 加 上 一 个 : 闭 包 有 限 性 . 复 形 将 称 为 
可 扩 的 , 如果 对 任意 一 绕 胞 腔 o 有 避 [o, or] 一 0， 这 里 的 和 号 展开 在 复 形 的 所 有 顶点 6 
上 .对 任意 复 形 KK 我 们 置 ? 
Cirxo = {o'/o' € K, oo}, 
Stro = {0o/o € K, oAo), 


ClgL = >)， Clxo, 


seL 


SzxL 一 > Stxo (对 任意 子 集 LCK). 


在 不 致 引起 混乱 时 ,我 们 常 简写 Clixo 为 Clo, 余 类 推 . 

我 们 称 复 形 天 到 复 形 天 ' 的 一 个 胞 腔 间 的 对 应 f 为 一 集 对 应 ,如 果 它 是 有 限 值 的 , 且 保 
持 了 闭 包 关系 : fCix 一 Clxkoj。 如 果 这 个 集 对 应 也 保持 了 维 数 , 则 将 称 为 一 胞 腔 对 应 .如 
果 又 是 单 值 的 , 且 保 持 了 面 关系 与 关联 数 ?, 则 将 称 为 一 胞 腔 映 象 ， 假 设 两 个 复 形 K 与 K 
是 由 同 祥 绪 些 胸腔 所 组 成 的 集体 ,也 有 同样 的 维 数 函 数 与 面 关系 ,只 是 在 关联 数 上 有 所 不 
同 , 但 也 恒 有 关系 lo, o']x 二 a(o)alo')Lo, cz， 这 里 cc) 一 士 1, ao6 玉 ， 而 在 5 是 天 
的 顶点 时 alo) 一 十 1， 这 有 时 我 们 就 说 与 K' 只 有 定向 上 的 差别 ， 而 称 其 一 为 另 -的 重 
重新 定向 后 , 它 变 成 一 个 胞 腔 映 象 ， 

对 任意 复 形 天 与 系数 群 6， 象 通常 那样 可 确定 一 组 下 链 群 CsAK，G) 与 一 组 上 链 群 


1) 对 于 集合 的 并 集 , 我 们 常用 记号 如 而 不 用 口 ， 
2) 即 对 任意 % EK 与 0'€K', 有 [fo, 0] 二 >，[o, 可 。 
ref—io’ 


CR GD) 一 HomnCCc CR) ，G), 也 确定 了 一 个 Mayer 下 链 复 形 


CC(K，G): 一 CE G) > Cs,(K,G) -CR G) -> 0, 
与 一 个 Mayer 十 链 复 形 

C*CK, G). 0 一 > CRK，G) -一 .> CK, G) -一 > CH(K, G)—> .…., 
其 中 下 边缘 同 态 8 与 上 边缘 同 态 5 为 明确 起 见 , 有 时 也 记 作 Bk，6x 或 60:CoK, 6G) 一 
Cs_(K，G)，4 之 0( 规 约 C_, 一 0) 与 87:C4(K，G) -> CK，G), 4 之 一 1 (规约 
C7!' 一 0)， 象 通常 那样 ,我 们 采用 记号 Zs(K, 6G) = Ker 9 BRK G) 一 Im 9 ZK， 
G) = Ker 8,, BK, G)= Im6!, HA(K, G) = ZK, G)/BAK, G), HACK, 6G)= 
ZK,，G)/ BK,G), 而 称 之 为 在 相应 维 数 对 相应 系数 群 而 言 的 下 闭 链 群 、 下 边缘 群 、 上 

闭 链 群 、 上 边缘 群 与 下 同调 群 、 上 同调 群 。 在 这 些 记 号 中 ,如 果 G 一 7 这 里 工 以 后 总 是 

指 整 数 加 法 群 , 则 符号 G 常 略 去 不 写 . 

有 时 我 们 也 稍 需 芳 上 看 有限 或 紧 竹 上 链 所 成 的 群 ， 这 些 上 链 只 在 天 的 有 限 多 个 胸腔 工 
才 取 非 0 的 值 , 这 些 群 我 们 将 记 之 为 C%K，G)， 4 之 0， 如 果 天 是 局 部 有 限 的 , 即 对 任意 
0 EK, Stx 0 是 一 个 有 限 集 , 则 86C*(K, G)CC(K, G) 而 有 一 Mayer 上 链 复 形 45 一 8 
的 限制 ). 

CXCK, G): 0 CAK, GO) > > CAKR, 0) > Grn(KR, CG) > 
因 之 对 于 局 部 有 限 的 复 形 玉 , 通过 C*(K，G) 还 可 引 人 紧 致 上 闭 链 群 、 紧 致 上 边缘 群 与 
芭 致 上 同调 娠 等 概念 ,各 依 以 下 诸 式 来 定义 
ZAK, G) = Ker54, BkK, G) = Im 8!, 
Hs(K, G) = ZK, G)/BAK, G). 
当 K 是 局 部 有 限时 ,我 们 将 以 jx 或 径直 以 7 表 上 链 复 形 的 恒 闻 同 态 
jC*(K, G)— C*(K, G) 


与 上 链 群 之 间 的 恒 同 同 态 
请 Ce(E，G) -> CIK，G)， 
由 此 引出 的 上 同调 群 间 的 同 态 将 记 为 
人 或 六 :HK, G)— Hi(K, 6). 

在 K 的 一 切 顶 点 上 都 取 值 1 的 0 维 整 系数 上 链 将 记 为 Ix, 于 是 KK 是 可 扩 的 条 件 等 价 
于 说 1x 是 一 上 闭 链 ,在 这 时 1x 将 称 为 天 的 单位 闭 链 而 它 的 二 同调 次 称 为 天 的 单位 类 , 记 
作 了 

对 天 的 任意 4 维 胞 腔 oc, 在 c 上 取 值 1， 而 在 其 他 9 维 胞 腔 上 都 取 值 0 的 这 一 整 系 
数 上 链 有 有 时 也 记 作 {o}， 

任 一 从 复 形 玉 到 复 形 工 的 胸腔 句 象 (或 广义 胞 腔 酉 象 ) f 将 引出 相应 Mayer 下 链 与 上 
下， 记 作 办:CCK，G) 一 C(L，G) 与 C 人 L， G) 一 C《K，G)， 这 些 辣 
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而 言 ， 它 们 都 是 同 态 且 各 与 下 边缘 与 一 边缘 运算 可 交换 ， 由 此 引出 下 同调 群 与 上 同调 群 
间 的 同 态 ,将 记 为 
fr:H(K, G)—> HL, 6G) SF:HA(L, 6G)— HK, G). 

胞 腔 映 象 1 将 称 为 正常 的 ,如 果 对 每 一 re 工 , 广 (r) 只 有 有 限 多 个 的 胞 腔 . 这 时 也 
将 引出 Mayer 紧 致 上 链 复 形 〈 假 定 玉 , 工 都 是 局 部 有 限 的 ) 间 的 同 态 疹 : C*(IL，G) 一 
C”(K，G)， 也 就 是 一 组 同 态 形 :C*( 工 ，G) 一 6?(K，6G)， 与 到 。 责 相交 换 ， 由 此 引出 
的 紧 致 上 同调 群 的 同 态 将 记 为 产 : He(L，G) 一 HICK，G)， 如 果 f 是 KK 到 工 的 一 个 广 
义 胞 腔 映 象 而 在 Kk， 工 都 重新 定向 后 相应 从 K' 到 二 ' 的 泡 腔 映 象 了 是 正常 的 ， 则 我 们 就 
说 f 是 正常 的 。 由 于 同 构 关系 C*(K，GC) = C*(K'，G) 是 确定 形式 的 ， 因 之 我 们 将 把 
1*: C*(K', G) 一 C*(L', G) 等 等 径直 写成 六: C*(K, G) 一 C*( 工 ，G), 余 类 推 . 

一 个 复 形 将 称 为 无 循环 的 ,如 果 它 在 下 述 意 义 上 是 同调 平凡 的 , 即 Hs(K) = 0,g 之 0 
时 ,向 任 一 0 维 下 闭 链 z 二 二 mo (2 为 整数 , 9 为 有 K 的 0 维 胞 腔 ) 只 须 忆 和 一 0 即 为 一 

设 工 是 复 形 天 的 一 个 闭 子 集 工 ， 即 对 任意 ck L 有 CloCL 的 子 集 工 CK， 这 时 若 
赋予 子 集 工 与 天 一 工 以 原来 K 中 的 维 数 函 数 , 面 关系 与 关联 数 , 即 可 将 工 与 K 一 上 都 变 
为 复 形 . 这 样 我 们 可 应 用 以 下 诸 式 来 引进 所 谓 相 对 理论 

C(K— LL,6G)= C(K, L;G), 
CCK— LL,G)= C*(K, LL; G), 
又 在 K 因 之 K 一 工 是 局 部 有 限时 
C*CK— LL,G)= C*(K,L; G), 
同样 也 可 引入 相对 的 下 链 与 上 链 群 ,下 同调 与 上 同调 群 等 ,例如 
HIK— LL,6G)= HkK,L; G). 
这 给 出 了 通常 引进 的 相对 理论 在 (抽象 ) 复 形 这 一 情形 下 的 另 一 等 价 方式 . 

所 谓 ” 维 欧 氏 空间 R* 中 的 一 个 9 维 欧 氏 胞 腔 (g > 0) 意 指 R* 中 的 一 个 紧 4 维 点 集 ， 
它 由 R* 中 有 限 多 个 闭 半空 间 的 交 所 构成 ,于 是 o 是 一 紧 闭 凸 集 且 o 的 边界 是 R* 中 有 限 多 
个 互 不 相遇 + 维 欧 氏 胞 腔 的 内 部 的 并 集 ， 这 里 + 志 gq 一 1。 每 个 这 样 的 + 维 欧 氏 胞 腔 都 
称 为 0 的 一 个 正规 面 ， 而 o 自己 也 称 为 o 的 一 个 ( 非 正规 的 ) 面 。 为 了 要 强调 0 是 一 个 点 
集 这 件 事 ,我 们 有 了 时 采用 记号 |o|. 

所 谓 欧 氏 空间 R" 中 的 一 个 欧 氏 (胸腔 ) 复 形 玉 , 是 指 R" 中 可 数 个 欧 氏 胞 腔 {os/i€ 39} 
的 集体 , 满足 以 下 诸 条 件 : Ci) 集体 KK 中 任 两 胞 腔 1oi| ,|oi| 的 交 , 只 须 不 是 空 集 , 也 就 是 
K 中 的 一 个 胞 腔 |ox|, 且 这 时 ox 是 oi 也 是 o 的 正规 面 ; (Gi) 对 天 中 任 一 ci 天 中 使 |oi| 
所 oil 的 o 只 有 有 限 多 个 ;《〈ii) 对 KK 中 任意 oq:，KK 中 使 |o;| 功 1oi| 的 一 切 o; 的 并 集 的 点 
集 财 包 与 Int |oi| 无 公共 点 〈Int 指点 集 的 内 部 )。 这 时 ， 天 中 一 切 |oj| 的 并 集 称 为 欧 氏 复 
形 & 的 空间 , 记 作 |K|。 欧 氏 胞 腔 复 形 久 称 为 是 单纯 的 ,如 果 天 中 每 一 胞 腑 0; 都 是 欧 氏 
河 单 形 ， 


每 个 7 维 欧 氏 胞 腔 在 g > 0 都 怡 可 依 两 个 方式 定向 ， 将 一 个 欧 氏 胞 腔 复 形 入 中 每 个 
维 数 4 >0 的 胞 腔 都 依 一 定 方式 定向 ， 即 可 得 一 抽象 复 形 K', 由 中 维 数 gq > 0 的 定 
向 胞 腔 与 入 的 0 维 胞 腔 所 组 成 ,所 有 这 些 复 形 K' 彼 此 都 只 有 定向 上 的 差别 因而 群 CAK ， 
6G), HA(K ，G) 等 等 都 是 彼此 以 确定 方式 同 构 的 ,因此 我 们 可 径直 地 用 Cs(K, G),HalK， 
G) 等 等 来 表 记 这 些 群 , 

一 个 拓扑 空间 P 称 作 一 个 可 剖 形 ， 如 果 有 某 一 欧 氏 空间 R 中 的 一 个 欧 氏 胞 腔 复 形 
K = {0;} 与 P 到 KK 的 空间 | 及 | 上 的 一 个 拓扑 映 象 x+。 这 时 P 中 诸 于 集 tc 的 集体 
将 称 为 己 的 一 个 胞 腔 齐 分 ,以 mo; 为 胞 腔 ,并 将 记 之 为 1"'K， 我 们 也 称 > 是 剖 分 天 到 
R" 中 复 形 天 = rr 天) 上 的 一 个 欧式 实现， 空间 P 也 称 为 判 分 7 六 的 空间 ， 记 作 忆 一 
| 天 | = |K|. 

更 一 般 地 说 ,一 个 可 前 形 己 如 果 有 天 一 组 闭 子 集 mi， i€ 9, 并 有 一 上 述 意 义 下 的 胞 腔 
剖 分 工 一 {0;), 7€ 和 满足 以 下 请 条 件 , 则 {r ,26 9, 所 成 的 集体 也 将 称 为 了 的 一 个 胞 腔 
着 分 , 以 r 为 胸腔 这些 条 件 是 : (i) 对 任 一 TE 天， 点 集 1zi| 一 器 | 与 一 个 欧 民 空 
间 同 拓 , 这 里 展开 于 所 有 使 |z|Clri|, [zi| 关 [Ti 的 zy EK 上 ; (ii) 对 每 一 Ti€ KK， 
| 一 Int|zi| 是 天 中 有 限 多 个 | 到 | 的 并 集 ; 《ii) KK 中 每 一 |7| 是 工 中 有 限 多 个 joi| 的 
并 集 . 

对 于 这 样 较 一 般 的 可 剖 形 己 的 一 个 剖 分 玉 一 {r ,PP 也 将 称 KK 的 空间 , 记 作 P 二 1K|， 
且 每 一 胞 腔 r 在 维 数 > 4 时 怡 可 以 两 种 方式 定向 。 将 这 些 胞 膝 任 意 定 向 , 即 得 一 抽象 复 
形 天 一 {Ti} ， 它 是 由 相应 的 那些 定向 胞 腔 以 及 K 中 的 0 维 胞 腔 所 组 成 这些 复 形 天 ' 仿 
只 有 定向 上 的 差别 ,与 前 同 我 们 将 径直 书写 Co (K', G) 一 Ce(K,G), 等 等 . 

可 剖 形 了 称 为 是 有 限 的 ,如 果 它 有 一 个 有 限 的 胞 腔 部 分 天 ,这 时 己 的 任 一 胞 腔 剖 分 也 
是 有 限 的 而 且 P 事实 上 是 紧 致 的 . 

设 互 是 一 拓扑 空间 ,一 个 顶点 排 成 一 定 次 序 的 ? 维 欧 氏 单 形 o 与 一 |c| 到 五 的 连续 轴 
象 9 所 成 的 侦 叫 做 的 一 个 p 维 奇异 单 形 , 我 们 有 时 也 将 它 记 作 po， 丙 个 维 奇异 单 形 
(o, p) 与 (0', p') 当 作 是 等 价 的 ,如 果 有 一 个 保持 顶点 次 序 的 0 到 0 上 的 重心 映 象 几 使 
p 一 9'1, 象 通常 那样 ,等 价 的 奇异 单 形 将 恒 同 为 一 , 而 且 奇 异 单 形 和 它们 的 等 价 类 在 人 铬 
述 时 也 不 再 加 以 区 别 . 的 子 集 q|o| 将 称 为 奇异 单 形 (o, q) 的 支柱 ，E 的 一 切 奇 寞 单 
形 (更 准确 地 说 是 一 切 奇异 单 形 的 等 价 类 ) 的 集合 ,在 维 数 , 面 关 系 与 关联 数 自然 地 定义 之 
下 ,成 为 第 一 章 $ 1 意义 下 的 “ 复 形 * SC(E), 叫做 的 奇异 复 形 .我 们 将 把 C'SCE), 6)， 
H"《SCE), G), 等 等 径直 地 写作 C《E, G), H'(E,G), 等 等 ， 它 们 称 做 的 7 维 奇异 上 
链 群 ,奇异 上 同调 群 ,等 等 ， 

一 个 E 的 育 异 单 形 (o，q) 与 的 一 个 子 集 F 将 称 为 相 离 的 ， 如 果 plo| 修 F 一 8. 
在 CE, G) 由 的 一 个 上 链 # 将 称 为 是 紧 致 的 ,如果 互 有 -个 紧 致 子 集 了 (依赖 于 志 ), 使 
得 对 任意 与 F 相 离 的 7 维 奋 异 单 形 (o,q), 有 u(o, p) 二 0， 因为 互 的 两 个 紧 致 子 集 的 
并 集 也 是 E 的 一 个 紧 致 子 集 , 以 G 为 系数 的 + 维 紧 臻 上 和 链 构 成 了 CE， 6G) 中 的 一 个 子 群 
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(BE，G)。 因 为 也 的 一 个 奇异 单 形 如 果 与 一 子 集 了 相 离 , 它 的 面 也 就 都 与 己 相 离 , 所 以 
一 个 紧 致 上 链 的 上 边缘 也 是 一 个 紧 致 上 上 链 ， 因 之 8 在 C《E, G) 上 的 限制 引出 了 一 个 辐 
态 引 : C'(E, G) 一 CTA(E, G). 于 是 群 C'(E, 6) 与 同 态 记 的 伐 体 构成 了 一 个 上 链 复 
E' 是 五 的 一 个 开 集 , 则 存在 一 组 紧 致 上 同调 群 间 的 标准 问 态 
7 HCE', G)—> HI(E, G0), 
它们 可 定义 如 下 : 命 w 是 UE 嫩 (E', G) 的 一 个 代表 元 素 ， 它 在 与 E' 的 某 一 树 致 子 集 
F' 相 离 的 一 切 E' 的” 维 奇 异 单 形 上 取 值 0， 试 芳 虑 五 中 由 开 集 下 一 下 与 已 所 组 成 的 
开 覆 六 PV， 在 SCE) 中 由 那些 支柱 全 在 覆盖 了 的 某 一 个 集合 中 的 那些 奇异 单 形 构成 了 一 
个 子 复 形 Sy(E). 已 知 Sr(CF) 到 SCE) 中 的 注入 引导 出 紧 臻 上 同调 群 间 的 同 构 ， 对 w 
试 定义 一 Sv(E) 中 的 7? 维 上 链 w, 它 在 E 一 F' 的 奇异 单 形 上 取 值 0 而 在 E' 的 奇 寞 单 形 
上 取 与 x 相同 的 值 , 则 * 是 Sv(CE) 的 一 个 上 闭 链 ， 它 在 上 述 同 构 乙 下 对 应 着 5CE) 的 一 
个 上 同 油 类 ,这 个 类 即 可 定义 作 j*U' € H"(E, G), 更 详细 的 论述 可 参阅 H. Cartan[21. 
设 G,, G6;，G 都 是 可 交换 群 而 G,* G; CG 是 这 些 群 之 间 的 一 个 配对 , 任 给 两 个 奇 史 
上 链 wx6 C《E，G,) 与 yeE CBE，G)， 对 于 任意 ” 士 * 维 奇异 单 形 (o，qp)， 这 里 0 二 
(加 2) 命 o 一 《520 一 《及 0, 则 (op) = ulo,p)' vo p) 定 义 了 
一 个 > 十 s 维 奇异 上 链 w€ CE，G) 即 «与 oz 的 上 积 ， 记 作 wUv。 由 于 5(uUv) 一 
84Uv 十 (一 1 .wuUBv, 这 个 积 引出 了 一 个 上 积 H"E, GD)UH(E, GDCH™(E,G), 
使 得 对 任 一 系数 环 尺 , 8H*(E, R) 二 > H'CE, R)( 直 和 ) 在 这 个 乘积 下 成 为 一 环 . 如 来 
有 ue CE,G,) 或 vE CE, Gs), 即 有 wUvE CC 一 (BE，G).， 因 之 同一 乘积 也 引出 了 上 
积 H(E, G) UH(E, 6G) CH(E, 6G)SH(E, G)UH(E, G6) CHT(E, 6) 以 及 
(EE, G) U HC(E, G6) C H+'(E, 6G). 于 是 对 于 一 系数 环 上 来 说 ,，H*(E, R) = 
王 H(E,R)( 直 和 ) 在 这 个 冬 积 下 也 成 为 一 环 ,以 这 个 上 积 为 乘积 的 环 H*(E,R) 与 8*CE， 
巨 的 任 一 紧 致 奇异 上 链 也 是 王 的 一 个 奇异 上 链 , 因而 注入 定义 了 一 个 同 态 j: CE， 
G) 王 CE,G), 并 由 此 引出 一 个 同 态 
:HCE, GG) I(E, 6). 
显然 我 们 有 
FCUUD,) = 局 U 产 已， 
CU UU,) = FUUD,, 
FU UD,) = FU UFD,, 
这 里 UE HH*(E, G7), Di 二 HCE, G;), 一 1 2 而 CGICG 如 前 是 一 个 配对 . 
SCE) 的 单位 上 闭 链 和 它 的 上 同调 类 , 也 就 是 在 的 任意 0 维 奇 守 单 形 上 取 整 数值 1 
的 整 系数 0 维 奇异 上 闭 链 和 它 的 奇异 上 同调 类 各 称 为 互 的 奇异 单位 上 闭 链 和 奇 居 单位 
类 , 它们 将 各 记 做 ls 和 1。 对 于 通常 的 配对 T' GCG 与 G6. 1CG, 这 里 了 和 元 整数 加 法 
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群 ,我 们 有 

LUT 一 TUE = 了 

li:UD = UUl1;= ;| 
这 里 UE H*(F, G) MD eH*(E, G). 

如 委 已 是 一 个 可 剖 形 而 及 是 已 的 一 个 前 述 广义 的 胞 腔 剖 分 使 PP 是 天 的 空间 : P = 

1K|, 则 有 标准 癌 构 

H,(P, 6G) ~ H(K, G6), 

WP, 0G) ~ CK, G), 

HlP, 6G) ~ HC(K, GY). 
这 些 癌 构 殖 含 了 一 个 胞 腔 复 形 的 各 全 下 同调 与 上 同调 群 等 的 拓扑 不 变性 ,而 且 , 如 果 中 是 
一 个 可 着 形 ,是 一 个 广义 的 胞 腔 剂 分 而 工 是 K 的 一 个 有 限 闭 子 复 形 , 则 有 标准 同 爸 

和 :TCR L; G) ~ HIK| — 1L|, 6). 

更 详细 的 论述 可 仍 参看 H. Cartan [21. 


3 2. 胞 腔 复 形 与 可 麟 形 的 正则 偶 


定义 1 命 K 为 一 欧 氏 胞 院 复 形 ， 而 工 为 KK 的 闲 子 复 形 .车 以 下 条 件 满足 ， 则 
(K, 工 ) 将 称 为 一 正则 侦 或 调 工 正 则 嵌入 于 Kk ( 记 作 LEK): 

(A) 天 中 任 一 使 lo| 有 站 IL 关 Z 与 lo| (KI 一 |ZL|) 关 $$ 的 胞 腔 必 为 两 个 胞 
腔 oo€ 工 与 o,€ KK 一 上 的 联合 Cjoin): o = 00o0, 且 1oo| = |cl 人 1Z1 

注 . 若 天 , 工 都 是 单纯 复 形 , 则 (A) 显 与 以 下 条 件 等 价 : 

《B) 任 一 玉 中 顶点 都 属于 工 的 单 形 必 属 于 工 . 

设 (K, 工 ) 是 欧 氏 胞 腔 复 形 所 成 的 正则 偶 ， 我 们 将 引入 以 下 诸 KK 的 子 复 形 ， 这 些 子 
复 形 在 我 们 的 整个 理论 中 占据 着 重要 的 地 位 . 

K 中 使 lo| 作 |L| 二 $6 的 胞 腔 o 成 一 六 的 子 复 形 , 记 作 天 名， 

K 中 使 joj 作 |L| 兰 $ 的 和 抱 腔 o 以 及 它们 的 面 成 一 K 的 闭 子 复 彩 , 记 作 天 六 

K 中 既 在 天 六 又 在 Ki 中 的 胞 腔 a, 即 既 使 lo| 让 | 一 区， 但 又 有 到 mr 而 | | 
人 1L| 二 Z 的 那些 胞 腔 o 成 一 kK 的 闭 子 复 形 , 记 作 K0. 

命 * 为 |Kz| 中 但 不 在 || 与 1K| 中 的 一 点 ,于 是 x 为 玉 中 其 一 胞 腔 e 的 点 ,而 上 既 
有 [LI 的 点 也 有 不 在 | 工 | 中 的 点 . 由 条 件 (A),o 必 作 o 一 meo 形状 , 琵 处 me 工 ,|m| 一 
lol 人 ZL, 而 0€K 一 LL， 显然 a€ KP, |o| 二 |o| 介 |KP|, 故 x 可 表 作 x 一 (x0, ri 
?7) 三 ?x 十 (1 一 7?)xo， 这 里 x€ 1o|， zo€ mm|,0 二 7 二 1。， 若 * 也 在 男 一 胞 腔 o€ 天 
中 ,0 = obo0, oo€ L, oi€ KP, Joo = io NZ), Io = 1o | NN KOI, 而 x 记 作 x 一 
Cxos xy rE joy xo€ od, 0 < 过 1, 则 易 见 = 二 Elolfijol( 顽 HW), 而 "= 
rr 二 0 县 < 一 1. 今 对 x,é€ KP 与 w€ IL| 置 
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大 7 一 0， 
着 + = 1， 
并 规定 即使 | 天 名 | 为 空 集 时 , 只 需 me | 大 即 置 (xo, x,, 0) 一 z。 则 有 : 

1 1K 沾 | 的 每 一 点 * 都 可 记 作 

= (Xo, Ks 1) = rr + (1 ~ a, 
其 中 xe€ [IK|, wo€E |L|,0 达 :1. 

2 ”对 x*6|kr 一 |L| 一 天 | ,这 一 表示 式 是 唯一 的 , 是 有 0<r<1、 对 xf6 
1Z1 有 ww 一 x 而 x€ 1K?| 可 任意 并 有 > 一 0, 对 xe|Ko ,有 zz 一 zx 而 ze 工 | 可 
任意 并 有 ” 一 

3° 在 以 上 表示 式 下 ， 映 象 + 一 + 在 |Kim'| 上 是 连续 的 . 同样 映 象 x 一 x, 在 
IK | 一 |L| 上 也 是 连续 的 , 而 映 象 x 一 xo 则 在 |K 门 | 一 IK 加 | 上 连续 ， 

今 设 ?为 一 之 0 而 二 1 的 定数 . 

对 任 一 o€ Ki ,这 里 go€ 工 或 0 = ooo0,,， 0 EL 上 ，g,E KW 命 0:t) = [0 o.14+)， 
0 一 [060] 门 与 00 一 [00,010 备 为 (有 定义 时 ) 点 x 二 (xc， mr elcl， 其 中 
之 7r， 7 安 !/ 与 六 一 的 集合 ,这些 点 集 都 是 凸 胞 腔 . 我 们 将 引入 以 下 诸 天 的 闭 子 复 
形 : 

由 天 六 的 所 有 胞 腔 与 所 有 ot 一 lm，oj 以 及 它们 的 面 所 成 的 复 形 Kt， 这 里 
og 一 O00 € Ke) oo€E L, oo€ Kk, 

由 工 的 所 有 胸腔 与 所 有 or) 二 [06，o4] 店 以 及 它们 的 面 所 成 的 复 形 Ki ， 这 里 o 一 
go0°0,€ Ki 同 前 ， 

由 所 有 胞 腔 o” 一 [oo oj 所 成 的 复 形 KV, 这 里 o 二 ooeoE 天 同 前 . 

由 抽 有 天 六 与 二 的 胞 腔 以 及 所 有 of 一 [oo 0.1 的， oY 一 [oo ol] 与 oo 一 1o、 
0 所 成 的 复 形 K 1,,, 这 里 o 一 00c0,€ 天 入) 同 前 .这 时 Ki 是 天 的 一 个 剖 分 。 

注意 复 形 KI, Ki 与 大风 在 > 一 工时 , 各 与 天 扰民 入) 与 天色 相合 ,而 在 > 一 0 时 
各 与 天 ,元 及 工 相合 .又 对 一 切 关 0 与 乏 1，Ki 最 为 天 多 与 Ri 的 “ 交 ”, 而 Ki 为 

Kr 与 天 的 “和 ”. 由 3。 以 下 庄 命题 亦 甚 吕 然 : 

命题 1， 对 任 两 >0 而 二 1 的 ”六 , 复 形 天 各， 天宫 以 及 天 凡 各 与 天 向 、 民 5 以 
及 天 Pr 同 构 . 

命题 2， 对 任意 >0 而 <I 的 >，| 玉 拓 | 为 | 天 一 | 上 Li 亦 为 | 及 名 | 的 收缩 核 ， 而 
[| 为 |Kim| 的 收缩 核 . 

今 设 天 中 胞 腔 都 已 定向 . 至 多 经 过 重 行 定向 ， 不 妨 设 下 一 条 件 已 告 满 足 。 对 任 一 
oo€ 工 与 9,€ Kx 的 胞 腔 @ 一 goo0,€ Ky,，o 的 定向 与 定向 胞 腔 06, o. 在 此 次 序 下 联合 的 
定 同 相同 ,于 是 有 代数 式 

Oo = owo0, 十 《一 1)d4moofl . go0o,. 
十 是 对 任意 7 之 0 与 + 之 1, Kz 的 胞 腔 将 如 下 定向 。， 对 K2 与 工 中 的 胞 腔 的 定向 将 与 
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Xos 
Cxo, Xl +) 一 | 
ts 


KK 中 定向 相同 . 设 c = 00o0.€ Ki 而 oo€ 上 上 ，0,€ KH， 于 是 o0 一 [oo，o]2 与 积 胞 腔 
on X o 同 拓 , 故 可 依 常 法 定向 如 定向 胞 腔 om 与 o, 在 此 次 序 下 的 乘积 的 定向 。 胞 腔 oi 二 
Lo0, ci 与 of 人 一 [oo 0,] 疏 各 为 o 二 60 的 子 胞 腔 , 政 将 依 o 协 合 定向 ， 将 线性 组 合 
> ci[ooy ol 简 记 [oo 如 cj0w]5, 这 里 ooociE KK 外, 00 6 工 , 0 € KD, 余 类 推 . 于 十 


K 中 的 边界 关系 ; 除 ce KR) 或 人 工时 Bo 的 关系 式 与 K 中 者 相同 外 ,其 余 给 出 如 下 : 
Blo 0 = [O00, ot + (—1) mt. [oo, Ba 
+ (~—1) ott. [oo oj (1) 
OLo,, oJ 一 [Doo， go,]™) 十 (—1) mt! ” [oo, Qa] 
十 《一 1)dmr [ao or， (7) 
Bo 0 = [O000, 0 + (—1) me . Loo, O01], (3) 
其 中 采取 下 述 规约 : 
| 90,, Dj 全 ) 一 Ci | 
dim os 一 0， (4) 
[800, 0.] =0, |8%, ol = 0 
| oo Bo.]: = Uo, 
dm go, 二 0 (5) 
Ilo, Bol = 0, lo, pc] = 


附注 ,为 符号 简化 起 见 ， 在 [om，cj] 叶 等 人 0 过 7 过 1) 中 右 下 角 指 数 + 都 将 略 而 不 
写 ,只 须 不 致 引 起 混乱 . 

定义 2.。 设 P，2 为 两 有 限 可 部 形 ， 而 PCO. 蔡 P，98 有 了 胞 腔 训 分 工 ， 玉 使 工 为 天 
I 有 欧 民 实现 ” 使 YLErK， 则 我 们 交 称 (0, P) ee 


我 们 的 一 项 主要 工作 是 从 正则 尖 分 (K, L) 六 正则 co p) 的 折 拉 不 变量 来 
即 导出 由 (K, L) 所 定 但 并 不 依赖 于 ( 开 , 工 ) 的 选择 的 (0, P) 的 性 质 来 ， 为 此 首先 需要 
引入 一 些 空间 组 的 概念 ,此 将 于 下 一 节 说 明之 ， 

作为 有 限 可 章 形 的 非 正 则 候 的 实例 ， 可 提出 三 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 方 体 与 位 于 其 中 
的 熟知 的 Alexander 角 这 一 空间 偶 . 


$ 3. 有 限 可 剂 形 所 成 正则 侦 的 拓扑 不 变量 


定义 1。 一 组 空间 (0,,.…,8wn), m 之 1, 将 称 为 一 空间 系 , 如 果 0; 一 Qi 站 90; 产儿 
时 , 9; 与 9 在 0 上 导出 局 样 拓扑 ， 两 个 空间 系 QQ 一 (0 ，……，9) 与 R 一 (R,,………， 
R,) 将 称 为 相似 的 ,如 果 m 一 # 且 可 建立 一 对 应 8i* 一 Ri 使 任 一 关于 Q 中 空间 的 余 , 和 
与 交 之 间 的 包含 或 相等 关系 ,在 上 述 对 应 之 下 R 中 的 空间 也 有 同样 的 关系 ,特别 ,有 Qi 人 
0; 二 8 时 Rif Rj 二 8, 反之 亦 然 ， 

定义 2 设 P= (P,,…, Pn), QQ 一 (0,,…, 0») 与 RR 一 《R,,'"*, Rm) 在 对 应 


16 * 


Pi 一 0 一 Ri 一 1 有 之 下 是 相似 的 空间 系 ， 设 大 :9 一 Ri 人 一 1 7 

古 一 组 连续 映 象 使 9; == 0; 站 0; 关 8 时 , 恒 有 f(x) = ji(x) € Rj 一 机 
x€ 05、 于 是 于 一 《1 : 思 ) 将 称 为 系 @Q 到 系 及 中 的 一 个 连续 轴 象 . 特别 若 每 一 R 
0; 重合 而 访 是 0; 的 恒 同 映 象 4, 则 1L 一 (1 ,1。) 是 一 系 Q 到 系 Q 的 连续 且 旬 和 
为 系 Q 的 恒 同 映 象 . 

显然 大 f: PP 一 Q, g: Q 一 R 都 是 连续 映 象 ， 这 里 ff 一 (4, ,1,), gg 一 (g,,……， 
gz) 则 从 一 《如 ，，hw), hi 一 gj 时, h:P 一 >R 也 是 连续 映 象 , 记 作 h 一 gf. 

定义 3. 对 任意 固定 空间 了 工 ， 空 间 系 (90, X 了,…, 0; X 了) 与 空间 系 Q = (0,， 
…， 90) 在 对 应 9; X 了 < 一 9 之 下 显然 相似 , 我 们 将 记 为 Q x T. 设 了 为 线段 10, 11 
开设 对 任意 :+€ T， 有 一 连续 映 象 d 二 (4,，…，din): Q 一 RR 满足 以 下 条 件 : 定义 
di:O; Xx T=> Rj 为 di(xiyt) = doi(xi), 这 里 x;€ Oi1ET 时 , d = (dd 2 x 
T 王 RR 为 一 连续 映 象 ， 这 时 映 象 d,, *e T， 将 称 为 连续 映 人 象 ds 与 d 则 的 一 个 伦 移 . 
对 两 连续 喘 得 旨 g: Q 一 RR 有 一 伦 移 d: Q 一 R, :eT 使 dg 一 f, d 一 g, 则 f 与 
为 古 同 伦 的 , 记 作 上 全 g. 

定义 4， 若 f: Q 一 R 与 g:; R 一 Q 祁 是 连续 映 象 有 有 

fg la, gf= 1o, 

这 里 l0，1a 各 为 空间 系 Q 与 RR 的 恒 同 映 象 , 则 Q 与 RR 将 称 为 有 相同 的 同 伦 型 ,或 简称 
Q 与 RR 是 同 伦 的 , 记 作 Q = R. 这 一 关系 显然 规定 了 一 个 等 价 关 系 ， 而 其 相应 的 不 变 盟 
将 称 为 空间 系 的 同 伦 不 变量 . 

作为 特例 ,空间 系 Q 一 《9,,*…,0») 中 每 一 9; 的 任意 同 伦 不 变量 也 是 系 Q 的 同 伦 
个 变量 ,但 自然 也 有 系 Q 的 同 伦 不 变量 是 只 是 由 于 Q 中 诸 空 间 相互 间 的 关系 才 产 生 的 . 

定理 1 设 (0, 了 ) 为 一 有 限 可 训 形 所 成 的 正则 偶 , 以 《K，L) 为 一 正则 剖 分 , 而 
为 K 在 一 欧 正 空间 中 的 欧 氏 实现 , 使 (rK，tL) 为 一 欧 氏 复 形 所 成 的 正则 组 . 置 
7 (TK) 革 ,一 Ki， 余 类 推 ; 则 空间 系 (80, |KE9|，|K 旬 |, [KD |, 了 ) 在 r01i 过 1 
时 的 同 伦 型 与 剖 分 (K, 工 ) 的 选择 无 关 , 且 为 正则 偶 《9, P) 的 拓扑 不 变量 ， 

上 哈 注 。 对 于 一 个 固定 的 正则 剂 分 (K, 工 ) 与 欧 氏 实现 x(xK = K’, rzL 一 工 )， 空 间 
系 (0, |Kim| ,|Kiw|，|K|, P) 的 同 伦 型 与 《0 二 + 二 1) 无 关 一 事 , 易 见 之 如 下 . 

说 0 二 7 过 二 1， 由 $1，Kz) 的 每 一 点 * 可 表 作 > 一 (mm，z， 门 ， 这 里 xf 
1K ,wo€ | 大 0 和 > 委 1 而 在 0 和 <1 时 ， 这 种 表 法 是 唯一 的 ， 今 用 tf: 10 > 
TO 定义 - 映 象 fi 0 一 0 如 二， 


了 了 ~ 
> rxE IK 


i, 


1 本 
(xo, XLy 7 ) 一 (%, Yi 一 


rf: 1 —,, 1 二 7 
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将 空间 系 Q, 一 09，| 开 外 |， 天 村上， RE | ，P) 的 每 一 空间 妨 扑 地 肌 象 于 QQ = 
(0, 1K | ,1K | ,IK 局 ,| ,P) 的 相应 空间 上 ,这 自然 草 含 了 Q, = 多 . 
上 上 述 定理 特别 蕴含 了 每 一 可 剖 形 | 民生 | ，| 天 后 | 与 |K 记 |, 0 之 + 过 1 的 同 伦 型 , 因 
而 它们 的 所 有 已 知 的 那 种 同 伦 同 调 不 变量 ， 都 是 正则 偶 《9，P) 的 拓扑 不 变量 因为 
IKi| 全 忆 与 | 民 和 | 全 ID 之 0 一 了 ,所 以 对 KK 同 与 Kf 而 言 这 种 不 变性 年 显然 的 ， 
但 对 天 由 (0 过 + 二 1) 而 言 , 则 远 非 显 然 ， 如 果 P 了 只 是 8 的 一 点 , 那么 (8, 了 ) 必然 是 一 
正则 偶 , 而 这 时 KK 志 ,的 同调 群 已 知 为 (8, 了 ) 的 拓扑 不 变量 ， 称 为 点 P 在 &@ 中 的 局 部 同调 
样 (参阅 Seifert-Threlfall 19] ,第 五 章 )， 事 实 上 ,下 面 押 给 出 的 定理 的 证 明 , 邵 是 这 一 特殊 
情形 的 证 明 的 模拟 . 
”定理 1 的 证 明 . 
命 (K, 工 ) 与 CK', L') 为 所 给 可 章 形 正则 组 的 两 个 剖 分 , r 与 是 它们 在 欧 氏 空间 
中 的 欧 氏 实现 . 置 (rzK) 生 一 KK 屿 ,T(rK 二, 一 Ki， 余 类 推 。 于 是 定理 问 义 
于 下 述 : 对 任意 s, 0 二 :二 1, 有 


(0, IKE?|, |KE2|, | 天 加 | P) 全 《8，| 天 2 ， | 天 | IKi® |, P), (1) 
特别 有 
[KB | > | 天 rs 《IT) 
我 们 先 来 证 要 简单 得 多 的 《ID 式 . 为 此 置 
N 一 | 天 人 — IK| 一 了 ， (] ) 
N’ = |KiM| ~ |KP| 一 已 (1 ) 


在 N 与 N’ 中 每 一 点 可 未 作 x0; rr) 与 这 属相， 这 里 me (TK) 氏 
xcE|TLl 0 过 7 过 1 与 XY€ (rR) xo€ |r |, 0 二 + 之 1, NUP 与 N UP 部 足 
P 在 中 的 邻 域 ， 因 kK, K' 为 有 限 复 形 , 故 有 数 1% 与 4 使 

0 之 71， 0 过 nn 二 1， C2) 


i 
[Ki CIKEN CIK ICNYL. (3) 


定义 映 象 (:€ 7 = [0, 11) 
FIN—>N, FN—>N 


_1 一 1 一 一 一 \ 
F(xo, Kis 7) 一 tr0, Ks trot+ lt :7?), (4) 
: 7 -1 ， 
For (x0, sr) = rn, x tr 1 ), (4) 
于 是 ,与 各 定义 了 一 个 必 到 1K 名 ,| 上 与 NV 到 | 如 ,| 上 的 伦 移 使 


人， F/IKEY | 一 异同 P(N)C IK | ， (5) 
一 恒 同 , PY/ KD,| 一 合同, PXCN DC IK (5 
sy 1 


又 由 《1)， (1), (2) 与 43) ,有 


FIKD, EFAIKE | ~ PCIKEY| — PEK 一 PCN'， 
1 


PC KD DEFAIKSY| ~ P) IK, ~ PEN, 
今 定义 映 象 
fi IKD | 一 > | Kn, |， 
f: | Ky Kb 
D,: pre 一 | 天 中 |， 
‘KD, ,| _> [KD 
为 ze KBD, Ko | 时 
f(x) = F(x), fx) = F(x'), 
FFi(x), 0 :< 地， 


D(x) 一 
BF) << 


FF(x), 0Zie z 


D(x’) = 
F'F Cx), 7 << 1. 


D, = 恒 同 ， D,= fi, 
一 但 同 ，D;i== ff， 
ff 之 恒 同 ， 籽 过 和 恒 同 ， 


[Kw > (Ke | 


政 


而 这 与 《11) 式 等 价 ， 
为 让 (DD 式 试 取 x, rs(i 二 0, 1, 2) 使 
1]>70>>7r>>7>>0, 1 r > 0， 
[KIC Kyl CK | CK) 


cg clk RE， 
[KO NIK OK IK 


| 开 OIKR 


对 任意 xz6 了 一 10 1] 与 i,j 一 0, 1,2 而 i 关 ;定义 
ys Fi; 。 Uy > 0 


(6) 


如 下 (Cxo, Xs r)€ [CT 天 7 和 | ， (x0, Xl ? )E€ CK’ Db |): 
1"7; 之 7; 因而 i 之 7 时 


一 一 一 ” -一 人 下. 

T(《xo， ty 让) > (am xy Cl — ir + .i 

Ilr; 1 一 六 

Fi: —1 一 1 

tr (xo, Tis 7) > ICX0, Tl (1 一 fr 十 i7,), Fs; < 人 < 二 i, 
rx>x, x€ |Kit | 或 | Ki|. 


2°7; 之 7; 因而 1 之 ;时 
1 _1 同 
J Xs ) >7(, ty (1 — Dr + 中 nr 
人 
Pj: 1 一 1 
| TCX0, Xis 7)—>1 (xo, X13 (1 -一 £7 十 £7;), 六 < a < Tis 


xr—> x, rE IK 


sr 


3 二 因而 ;二 时 


二 
， , , -1f ， ， , 1 一 让 ， 太一 于 
TrC Xo, X19 > xistl — A)r 十 | tr 一 一 了 
1 


1 一 六 


Fi 
» 一 1 一 ， ， ， : 

1 (Xo Xl1s "”)— I (wo, xl1， 《1 人 一 Dr 十 £7;), rs 委 7 到 fi, 

xr > x ,x € | 并 z | 或 |K 


4 < 记 因 而 ;二 7 时 


-1 一 ! ‘ 
. F , » 7 + La 的 于 
Tr? (xo, ri ) > (< xis (1 一 臣 广 十 下 一 "小 0 


Fi 
Fri: -1 , ， ， -1 ，， ， ， 
T(x Y19 了 了 ) 一 T'CX0, 1， (1 Did 十 £7;), yi < 7 < 1 9 
x 一 > [KW), , 
这 些 映 象 都 是 连续 的 也 连续 地 依赖 于 上 ec 了 T, 量 有 
Fi = 恒 同 ， Fiiw 一 恒 辣 ， 
今 再 定义 映 象 (1€ 了 ) 
| f;,f ,Di,D::O0O—>0 
如 下 : | 
f= FoalTo, f= Pioi Fi1s 
Foa, 0 :< 二， 
6 
1 1 
F a0 F ou01, 一 二 1 人 一 ， 
6 3 
Ea 1 1 
FF 12,61—2 FP 01,1, 一 委 上 扫 一 ， 
3 2 
D,— 1 2 
FP 0,1F 71,61-3f» 一 委 大 < 魏 二， 
2 3 
FF 10,04P nf 二 1 2, 
3 6 
Ea 5 
Feof f, a /全 1 


»* 20 。 


A 


~ 


F061 0 三 1 二 = 
r [Li 1 1 
a 6 6 < 上 全 了 3， 
， ， 1 
Po Fo P21s 1 i 过 一 3 
Dp | 3 2 
:一 
， ， 1 2 
F 于 lb 一 过 1 一 
02,1 T0107 3 3 2 3 3 
[i - 于 2 5 
Fo Fe a os 一 迁 { 健一， 
3 6 
- . 5 < 
Foe-aff » 6 tl] 


由 于 (8) ,这 些 映 象 都 是 连续 的 旦 D,, D; 连续 地 依赖 于 7 7， 
由 直接 验证 知 
KR DC IRS,), 
AKit |)C IK), 
fC KD | DEKD,|, 
fCP)CP. 
换言之 , f 定义 了 一 个 空间 系 的 连续 上映 象 
f ; QQ,, 
这 里 我 们 简 记 
Q， 一 《0， | KE, 3 [Ki | s |iKD, | ,P), 
与 
Q， 一 《9， 1 天 和 | 9 | 开罗 | ? [KD 3 P). 


同样 ,经 过 繁 长 但 容易 的 验证 可 知 了 , D,, D: 各 定义 了 以 下 诸 空间 系 的 连续 肌 象 : 
f°:Q;— ©,, 
D:Q 一 Qu 
D:Q: 一 Q: 
又 有 
D, 二 恒 同 ， 了 D, = ff， 


卫 . 一 恒 同 ， D, = ff', 
政 
ff 之 恒 同 ，ff 过 和 恒 同 ， 


即 
Q& ~ QQ:， 
出 此 定理 得 证 ， 


定理 2， 设 (9, P) 与 (K, 工 ) 与 定理 1 同 , 则 N = 一 | 天 六 一 |K2| 一 了 的 同 伦 型 
为 正则 偶 (0，P) 的 拓扑 不 变量 . 有 日 若 (K'",，L') 是 《0，P) 的 一 个 充分 小 的 正则 剖 分 使 


KIKP| 一 IJ， 则 一 1K 入 | 一 |K 爷 | 一 P 到 NN 中 的 昼 同 映 多 是 这 两 空间 
的 一 个 同 伦 等 价 . 


证 ， 由 定理 1 中 的 证 明 可 见 ， 对 任意 >0 与 1 的 + 与", N 与 各 与 |Ki 1， 
|K’,| 有 相同 同 伦 型 又 恒 同 映 象 i |K 名 | 一 NN 与 菜 一 伦 缩 有 N 一 [Ki 加 ,| 者 是 同 伦 
等 价 映 象 ， 取 ?7 充分 近 于 1 使 |K)| 忆 1K 忠 |, 则 由 定理 1 证 明 的 第 一 部 分 ， 有 一 连续 
映 象 

fC(=F):|KY,,| > [KD |, 
而 了 为 一 同 伦 等 价 映 象 ， 从 了 的 定义 (参阅 (4)) 显 有 ifk: V' 一 N 同 伦 于 恒 同 映 象 j. 
因 之 i 是 一 同 伦 等 价 映 象 . 

为 本 书 中 的 应 用 起 见 , 须 将 某 些 概念 稍 作 推广 如 次 . 

定义 5.， 设 P=(P,…,P,), Q=(0,..,0»), P=($,,.…,$,), Q = 
(0,,:…, 0;,) 都 是 相似 的 空间 系 而 x = (x,,*: ‘, zn):P—>P, W = (0 on) 
QQ,f= 0) PP 一 ,ff 一 (f,…,f) :P 一 QQ 者 是 空间 系 的 连续 映 象 ， 
于 是 全 f) 将 称 为 仁 组 (P,P, x) 到 仁 组 (Q，Q，w) 的 连 综 映 象 ， 如 果 对 每 一 i 
1,…, m, 有 oj; 二 fzi : 了; 一 0;， 这 时 采用 记号 (ff, 人 7: (P,P, x) 一 (GQ, Q, w). 命 
= (dB x [0,1] 05d= (dd) :PXx[0I 一 Q 各 为 与 
dd 以 及 由 与 dd 间 的 伦 移 ( 见 定义 3) 使 oil = d(xi@ 恒 同 ) : Pi x [0, 1] 一 9;, i 一 
1,… , 吉 , 则 (gd, qd) 将 称 为 仁 组 的 连续 映 象 (所, do) 与 (di,, d,) 间 的 一 个 伦 移 而 记 作 (d， 
di) ~ (4,,d), 若 (f,f):(B,P, 1) —> (0, Q, w) 5 (2, 8):(Q, Q, w) > (P,P, x) 
部 是 仁 组 问 的 连续 记 角 而 有 (器, gf) 之 全 同 De 


Pi 


昌 和 


向 区 同 从 , 记 作 (PB, p, 四 ~ > (6, Q, 本 


$ 4 由 一 有 限 可 剖 形 所 定 的 正则 偶 


记号 ,以 下 X 是 一 拓扑 空间 而 是 一 整数 > 1，X 与 自身 的 P 重 积 XX … XX 


1 
将 记 作 贸 ,。 多, 中 的 对 角形 , 即 由 一 切 点 (rz，'…，。zy)( 这 里 一 … 二 x, EX) 所 成 的 
子 空间 将 记 作 A,(X) 或 A 或 Ax. 由 < 一 (ro rp (4 一 一 xj 一 *EX) 所定 
的 对 角 映 象 六 一 久 , 将 记 作 %, 或 
定义 1 空间 
A 
将 称 为 X 的 去 核 重 积 . 


。22 。 


定义 2。 多 ,中 由 
xy Ei) (Ky Ky ps Yi), XEN 

所 定 的 变换 将 称 为 和 , 中 的 巡 角 变换 , 记 作 (CX) 或 tx 或 4 这 是 一 个 把 名 , 变 为 自身 并 
把 A, 的 每 一 点 帮 保持 个 变 的 周期 为 ? 的 拓扑 变换 ， 

定义 3。 久 , 对 s, 的 商 空 间 将 称 为 xX 的? 重 巡 馆 积 ， 记 作 头 ,，X, 到 X; 的 自然 投影 
将 记 作 x,(X) 或 x 或 xx. 

定义 4 X, 中 的 子 空间 A, 一 rpA, 将 称 为 飞 , 中 的 对 角形 ， 子 空间 

XE = x = XC— A, 

将 称 为 X 的 去 核 ? 重 巡 通 积 ， 驻 到 X， 中 的 映 象 凡 一 zy3, 也 将 称 为 对 角 映 象 

本 节 的 主要 目的 在 证 明 下 面 的 

定理 1。 设 X 是 一 有 限 可 剖 形 , 则 (X,,， As) 对 任意 整数 训 > 1 都 是 正则 偶 , fi CX,， 
As) 对 任意 质数 ”部 是 正则 偶 . 

在 征明 之 先 , 将 对 复 形 的 乘积 与 它们 的 标准 剖 分 预 作 一 些 准备 ， 

设 /是 欧 氏 罕 间 Re 中 的 一 个 欧 氏 单纯 复 形 ， 则 的 ? 重 积 上 X .xX 工 是 在 


5 
R” X …' X R* 中 的 一 个 欧 氏 胞 腔 复 形 , 由 一 切 形 如 o, Xx …: X cy oi;€ 工 的 胞 腔 所 组 
p 

成 ,我 们 将 记 之 为 上 ,。。 对 任意 o€ 上 ， 集 合 41c| 是 一 欧 氏 单 形 ， 将 记 为 A,， 一 切 单 形 

Ao《o E 工 ) 的 集体 成 一 与 工 同 构 的 复 形 , 将 记 作 Ai. 
试 琅 察 工 中 的 ?个 单 形 o,,-…, oy, 假设 恰 有 ?十 1 个 顶点 oo 4, 公共: 

oj = aol (1) 

T= {0 7}, 7= {lssp}, Ki {lsh}, iE. 《1 ) 

对 了 的 任意 子 集 1(7 也 可 以 是 空 集 %), 命 o1 为 由 ie 了 的 诸 顶 点 ai 所 张 成 的 单 形 ， 特 
别 , 对 工 一 多 ,cr 将 指 维 数 为 一 1 的 假想 单 形 se. 置 


0 = bb jE J. (2) 
特别 在 天 ; 一 % 时 o = s。 于 是 恒 有 
oj 一 ooeofy jf€ J. (3) 


一 组 1, K; 的 子 集 (7 IT; Ki ,Kp), 这 里 TCT, 且 对 每 一 j€ ], KiCKi, 将 

暂 称 为 (1) 中 诸 集 合 {7, J, Kj} 的 一 个 分 割 ， 如果 有 I 站 … 几 1, 过 8， 且 对 每 一 jE 7， 
1 与 K; 不 同时 为 8%。 对 每 一 这 样 的 分 割 可 对 应 一 中 的 凸 殉 腔 

一 (or om) X + X (oe0ks), (4) 

其 中 ox 指 由 使 ke 天 ;的 一 切 顶 点 5 由 所 张 成 的 单 形 , 在 K; = 多 时, 则 规定 ok， 一 .所 

有 这 些 胞 腔 显然 构成 一 复 形 E 一 E(o,,*…, 0,)， 青 者 ,所 有 使 1 CT, 7 产 B 的 单 形 

A 也 构成 一 与 工 中 由 or 所 定子 复 形 同 构 的 复 形 D = DCo,,…, cp)， 于 是 我 们 有 下 面 


和 3。 


引 理 ， 设 ci 6 工 形 如 (1) 式 ， 则 胞 腔 rc, x …… x os 以 联合 复 形 DE 为 一 胞 腔 剖 


证 . 试 考察 任意 点 


2 一 《zi ”3 gp) € Io, XX x ap|， 


这 里 在 重心 坐标 下 有 
一 Daa +t DB Ee lol,iE. 
f ET hEKj | 
> a) 路 >, BE —— 
el REK; 
1 之 ad), Bi 守 
置 


= Mincg 7E 7, 
jE 
又 全 [i (jEJ) 为 [= {0, 1 ， ”” ”3 7 的 子 集合 ,使 
| 落 ai? 盖 at， 


太太 若 oj 一 


于 是 
NNl,= 9% 
因 
Dit BP= Dart DBP (=1), 
iel REK; iEl REKI 
故 可 得 
2 oP e+ 一 Do 二 了 
i El keEK; i ET kEK] 
记 此 公共 值 为 
2 Can a) + B= 1,7€,. 
i €li KEK; 
则 有 
0 < 去 1 
情形 I 1 一 0， 


4 一 0 的 充 要 条 件 是 
I= ,B80 = 0,kEK,,IE. 
由 此 得 
oor,i1€E1T, jE 


$1 Dj ota€ lo = a 0s, jE J. 


iEl 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


故 有 
吕 一 (2,， “ys zp) € IA,l. 
情形 T 4%4=1， 
这 时 有 有 


; * ‘0N) ’ 
&i 一 > (Ca 一 0 ) ai 十 DPB € Or ORie 


i €fi k EEK} 


由 (9), (1， ,1,, Ki, ”3 K,) 是 {1， 7， K;} 的 一 个 分 割 而 > 一 《sg ” 


这 里 上 一 《oreog ) XXX (oyeoks) 是 五 的 一 个 胞 腔 . 
情形 II 0 二 1% 二 1, 
这 时 可 由 下 式 定义 42?, py, 6; 诸 数 : 
MD = o 一 中 ,iT jEJ, 
hg! — BX’, KE Ki 1€, 
(1 — 1)6;= a*, i€I. 
由 (6), 8) 得 
ui , 6; > 0. 
A 0 i€l;, i€J, 
1 = 0, i¢1, jEy. 
由 (11) 与 413) 得 
1 一 DP a)+ > 一 > 和 十 > 


i El} kEKj i Eli KEKI 


从 《14), 《15) 知 


i El REK; 


y= (yp) € 18, 
这 里 
£ = (og) X mv X (0,°0k,) EE,. 
由 (13) 与 (14) 得 
1 及 十 (人 一 15 一 op 1€ 1;, 1€y, 
《1 一 47)5 一 at， i¢g1;, jE€J. | 
将 此 诸 式 相 加 并 应 用 (6),(132) 与 (15) 得 


| := 
”， sp) E 上 | . 


《15 7 
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(oh) D6= Do Dr 


iEl i€l i ET 
一 圭一 > ,BY > 18 
REKI i El? 
=1—4 Duo 1 > 
kEK; i El} 
一 ] 一 4. 


因 之 5 一 1 与 0 所 61 万 1, iE1, 而 有 


:er 
xi 一 > dak 0 = qq, jE J), (18) 
TIE 7 


xz = (Cx, tp) € |Aol， (18 ) 
由 (5215 ), (013 016) (016 016 ), 1I7) 《人 18) 与 (13 ) 得 
zx 一 (1 一 2)z 十 761Aoo5l,，AooseEDoE， 

由 以 上 知 jo, xx X op| 的 任 一 点 都 全 少 属于 复 形 De 的 一 个 胞 腔 ， 反之 1D3Ei 
的 任 一 点 也 是 |o, Xx -XxX on| 的 点 。 由 此 易 知 DoE 是 可 剖 形 |o, Xx -… Xx om 也 是 积 
复 形 a, X… X go 的 一 个 剖 分 , 而 引 理 得 证 . 

从 上 述 引 理 容易 导出 以 下 的 定理 : 

定理 2。 若 K 是 有 限 单纯 复 形 , 则 其 p 重 积 复 形 六 , 有 一 胞 腔 章 分 系 由 以 下 三 种 类 型 
的 胞 腔 所 组 成 : 

1” 形 如 o, XxX，… X o, 的 胞 腔 ,。 这 里 尺 没 有 为 所 有 oC 二 1，…*', 8) 所 公共 的 顶 
点， 

2° 形 如 A 的 胞 腔 , 这 里 ce K. 

3? 形 如 [Am XX … X00] = 二 Ao(lg, xxXon) 的 腹腔, 这 里 cc，oeg 天 有 以 
下 性 质 : 天 中 没有 为 所 有 o;(i = 二 1 加) 所 公共 的 顶点 , 且 对 每 一 i, 0 与 o 张 成 一 天 
中 的 单 形 ， 

定义 5.。 由 类 型 1%, 2° 与 3° 的 胞 腔 所 组 成 的 有 ,的 胞 腔 剖 分 将 称 为 天 ,的 第 一 标准 
剖 分 , 且 记 作 o, 放 ，. 

因 Ax 是 w 民 ,的 子 复 形 而 (ojR,，Ax) 显然 是 $1 意义 下 的 正则 偶 ， 故 wo, 尺 , 对 每 一 
r 之 0 与 之 1 有 一 更 精 禾 的 剂 分 ,由 类 型 1°, 2” 与 下 面 的 4” 那些 胞 腔 所 组 成 ， 

4° 形 如 [As,s ao Xe X01 [A oo Xe XGOS[IA, ox Xo,ld 
的 胸腔 ,这 里 o, 0; 6EK 具有 3° 中 所 说 的 那些 性 质 (0 < > 过 1). 

定义 6。 由 类 型 1°, 2° 与 4° 的 胞 腔 所 组 成 六。 的 胞 锭 剖 分 将 称 为 玉 ， 的 第 二 标准 剖 
分 , 且 记 作 wz,。 这 里 w 六 ,的 同 构 型 显 与 > 0 与 <1 的 + 无 关 . 

定义 7. 设 玉 是 有 限 单 纯 复 形 ， 天 的 一 组 没有 公共 顶点 的 单 形 〈 即 没有 为 所 有 组 中 
单 形 所 公共 的 KK 的 顶点 ) 将 称 为 一 个 分 离 组 或 非 对 角 性 组 ， wR, 的 子 复 形 (o 民 六) 系 


bp 0 oo 8 
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由 形 如 o, X …' X op 的 一 切 胞 腔 所 组 成 , 这 里 mi6 玉 且 〈c ,0p) 是 一 分 离 组 或 非 对 
角 首 组 ， 我 们 将 称 之 为 的 本 格 ? 可 各 ， 并 记 之 为 RE om, 民 。 的 子 复 形 《wy 民宅 
《wo 让 ,) 和 9, 系 由 一 切 形 如 [Ac X… X or] 的 胞 腔 所 组 成 , 这 里 0 之 + 之 1 而 0, 0; 
具有 3° 中 所 说 的 那些 性 质 .我 们 将 称 之 为 玉 的 乡 重 管 形 而 记 之 为 人 只， 它 的 同 构 型 显然 
与 > 0 且 二 1 的 7? 无关. 再 者 wo; 帮 ,的 子 复 形 《oo 天 ) 品 (oR) (XX CokKy)R ~ 
(wo 兹 ,)5,) 由 类 型 1° 的 胞 腔 ( 又 类 型 2°) 与 形 如 [Ao,o, XXX os] 与 [Asso, X ……* Xx 
op] 又 [LA X -… X agp] 中 与 [As,0, X… X op]”) 的 胞 腔 所 组 上 成， 这些 于 复 形 
将 简 记 为 六 (又 KR)). 

今 设 为 一 质数 ， 则 | 是 ,| 中 的 巡 馆 变换 t, 交换 wo 六 (也 交换 wi 民 ,) 中 的 胞 腔 使 叭 
一 的 固定 胞 腔 只 是 A,,o€ 玉 , 且 任 一 包含 一 的 固定 点 而 维 数 最 小 的 那 种 胞 腔 必 然 也 证 
ty 的 一 个 固定 胞 腔 , 因 而 是 一 个 Ac 天. 若 将 在 is 下 可 互相 交换 的 胞 腔 恒 同 为 一 ,可 从 
oj 六， 与 w; 民 , 得 两 新 复 形 ， 此 后 将 记 之 为 天, 与 wyKp， 记 ow 民 ; (又 o 民 。) 到 mKr (又 
oK;) 上 的 投影 为 x, (又 z)， 于 是 所 有 音 形 Au 一 mA (又 zpAo),o€ 开 ,成 一 wuK, 与 
wxK。 的 子 复 形 Ax， 而 (wiK,，Axk) 与 《wyK,，Ax)》 痢 是 正则 偶 ， 复 形 (ww,K,),,， 
(wo Kp) 0K) ,与 (Cok <r 1), 各 与 x (Ry ), rRy), rRP) 与 
zz( 民 #) 重 合 , 我 们 将 各 记 之 为 天 多 开打) 天 名 与 KY. 

定义 8， 复 形 K# 与 K8 将 各 称 为 复 形 K 的 去 核 p 重 巡 带 积 与 ? 重 巡 负 管 形 ， 这 里 
Pp 是 任意 质数 ， 

现在 回 到 定理 1 的 证 明 ， 衣 《 是 可 形 世 的 时 和 间 分 。 而 是 在 村 一 训 分 和 
欧 氏 空间 R* 中 的 欧 氏 实现 , 则 ? 重 积 (* 候 )。 一 xK X …，X 7K 是 空间 和 ,一 个 胞 腔 剖 分 

和 

的 欧 氏 实现 . 由 此 知 空间 偶 (名 ,, A,) 有 一 正则 齐 分 Co 六,，Ak) 或 (o 友 ,，Ak)， 因 而 是 
正则 的 ， 同样 在 z 是 质数 寺 ,(X,， Ap) 也 有 正则 襄 分 (wp, Ax) 或 (oKr，Ax)， 因 而 
也 是 正则 偶 . 这 证 明了 定理 1. 

附注 对 于 任意 整数 p >> 1， 也 可 证 明 (X,， 人 A 人,) 是 正则 偶 ， 但 其 证 明 过 于 烦琐 而 
在 本 书 中 将 局 限于 考虑 2 是 一 质数 的 情形 . 

作为 上 述 定 理工 与 $ 3 定理 1 的 直接 推论 ,我 们 有 

定理 3， 设 X 是 一 有 限 可 剖 形 而 玉 是 和 的 一 个 单纯 剖 分 , 则 对 任意 整数 这 盖 1, 以 下 
空间 组 


K, = (X,, |K,|, RE, [RO|, A,) (19) 
的 同 伦 型 以 及 对 任意 质数 p, 以 下 空间 组 
K, = (xX,, KS, | KG, | KD|, A,) (20) 


es 与 剖 分 天 无 关 因 而 是 可 剖 形 X 自 身 的 拓扑 不 变量 . 特别 有 : 对 任意 ”时 
天 六 | (也 就 是 多) 与 | 民品 | 的 同 伦 型 以 及 对 任意 质数 ?时 | 天 全 《也 就 是 2) 与 1KK 户 | 
入 他 是 x 的 招 扑 不 变量 ， 
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引用 $ 3 中 定义 5 所 引进 的 概念 ,定理 3 也 可 加 强 成 下 面 的 形式 : 
定理 4， 设 X 是 一 有 限 可 剖 形 , 而 Kk 是 X 的 任意 单纯 剖 分 ， 定 义 民 ,, K, 如 (19)， 
(20), 又 命 ”8 一 X) 为 自然 投影 (p 是 质数 ) 而 io: 名 ,一 多 ,是 久 , 中 的 巡 明 变换 (p 是 
任意 整数 ), 则 对 任意 质数 如 的 ( 度 ,, KK,, zr) 以 及 对 任意 整数 的 C 民 ,, KK,， tt,) 的 同 伦 淮 
与 剖 分 K& 无 关 而 为 X 自 身 的 拓扑 不 变量 ,其 中 一 (zz 而 芭 一 《to 5) 


$5. 补 充 


1 X , 它 的 一 个 单纯 剖 分 天 与 玉 的 一 个 欧 氏 实现 r， 命 
= (K,, Rs"|, RE)|, | KP|, Ax), 
= (Xs,, Kp), | Ky | ,| KD) , Ax), 
5 
zi:K,—K, 
定义 如 $4.， 在 同 节 中 我 们 证 明了 是 > 1 的 任意 整数 时 天 ,的 同 伦 型 以 及 ?是 任意 质 
数 时 ( 屁 ,, KK,, zx) 的 同 伦 型 都 是 X 的 拓扑 不 变量 .对 我 们 重要 的 是 : 与 通常 空间 的 同 伦 
同 汪 不 雪 屋 不 同 ， 这 种 泊 村 不安 有 一般 漳 末 是 四 站 不 可 但 下 时 从 下 这 的 作为 这 种 不 


变量 中 最 简单 的 一 个 , 试 考察 用 品 ) 的 Euler-Poincaré We 数 XsCX)， 以 ai.o《K) 表 zp 个 


KAX) 一 XR 一 XR = 2 Da K), (1) 


其 中 ?= 是 kK 的 维 数 . 试 考 察 下 面 两 个 显然 有 相同 同 伦 型 的 一 维 复 形 K 与 天 


CK’) CK”) 
我 们 有 
a K') = 12, ao( 天) = 20, 
an(K)= aK)= 10, an(K’) 一 ao 天 = 18, 
af 天) 一 人， an(K”’) = 10, 
故 有 
XK|I)=12—20+4= 一 4, 


XDIK"I)= 20—36+10=—6. 
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由 此 得 XIK'1D) 闯关 人 CK”|), 从 而 知 避 PCX) 不 是 X 的 同 伦 不 变量 , 昌 然 由 $4 的 定 
理 可 知 它 是 X 的 拓扑 不 变量 ， 
因为 绝 大 多 数 的 经 典 不 变量 (同调 群 , 同 伦 群 ,等 等 ) 都 不 仅 是 拓扑 的 而 且 也 是 同 伦 的 
不 变 景 ,对 于 拓扑 性 但 非 同 伦 性 的 问题 的 探讨 上 , 一 般 说 来 是 并 不 合适 也 不 太 够 的 , 可 是 
这 种 拓扑 狂 而 非 同 伦 性 的 问题 ,不 仅 在 代数 拓扑 的 早期 发 展 中 占据 着 中 心 位 置 ,而 且 在 近 
年 来 还 得 到 新 的 推动 ,前 面 几 节 给 出 了 一 个 一 般 的 方法 , 可 以 导出 拓扑 注 , 但 一 般 说 来 不 
是 同 伦 性 的 不 变量 ,而 且 这 些 不 变量 还 是 可 以 计算 的 ,这 种 不 变量 在 研究 拓扑 性 但 非 同 伦 
性 的 问题 时 ,自然 会 起 作用 。 本 书 从 这 个 一 般 方法 导出 了 某 些 特殊 的 不 变量 ,并 应 用 于 研 
究 某 些 特殊 问题 : 空间 主要 是 可 齐 形 在 欧 氏 空间 中 的 嵌入 、 淄 人 与 同 六 的 问题 。 可 是 很 
可 能 另外 一 些 问题 ,例如 透镜 空间 的 分 类 问题 ,除了 在 维 数 等 于 3 时 以 外 , 长 期 以 来 一 切 
尝试 都 得 到 了 失败 ,但 应 用 我 们 的 一 般 性 的 不 变量 对 此 问题 或 不 无 神 益 ， 
对 于 可 剖 形 蒜 一 |K|, 由 (1) 式 给 出 的 WCX) 是 X 的 拓扑 不 变量 , 因 之 自然 也 是 复 
形 & 的 组 合 不 变量 ,这 里 及 以 下 K 将 都 假定 是 有 限 单纯 的 .直到 现在 还 没有 一 个 系统 的 方 
法 来 研究 ,由 一 个 复 形 的 组 合 构造 时 出 组 合 不 变量 来 ， 作 为 这 种 系统 研究 的 第 一 步 ,我 们 
提出 下 面 的 办 法 .一 个 单纯 复 形 的 组 合 构造 是 由 复 形 中 诸 单 形 间 的 面 的 关系 来 确定 的， 
作为 这 种 面 的 关系 最 简单 的 刻 划 , 我 们 可 以 引进 以 下 一 些 数字 : 
ai(K) 一 K 中 i 维 单 形 的 个 数 ， 
ai4(KK) 一 KK 中 有 序 单 形 偶 的 个 数 ,这 对 单 形 的 维 数 依次 是 i, j, 而 恰 有 名 维 单 
形 公共 ,这 里 一 1 < 有 < Min Ci 门 ， 
sais(K) 一 由 以 前 所 定义 的 数 ， 
自然 我 们 还 可 引进 同样 类 型 但 更 为 复杂 的 数 ， 于 是 我 们 可 提出 一 个 一 般 的 问题 如 下 : 
问题 ， 这 种 数 oiCK) ,ajaCK), ai.sCK)， 等 等 之 闻 的 什么 样 的 函数 形 (如 多 项 式 ， 
线性 组 合 等 ) 会 给 出 复 形 天 的 组 合 不 变量 来 9 
已 经 知道 的 这 种 不 变量 可 提 到 : 


XK) 一 2 C1)alK), (2) 
XK)=— DI C1) an(K), (3) 
[XCR)P = 2 (—1)ias a K), (4) 


1 je0 


WAK) 一 2 Dan AK)= DCI) HoaAK) (5) 


Dje2z0 


以 及 (1) 式 中 的 天 )， 可 是 这 个 一 般 问 题 还 只 是 开始 有 些 探 索 ， 在 这 一 方向 上 的 最 早 
工作 似乎 是 W，Mayer 的 ,近来 则 有 李 克 群 的 工作 .他 们 的 结果 可 叙述 如 下 : 
定理 1 《W. Mayer [371)， 如 下 形式 (a; 为 实数 ) 


se。 00 。 


PK) 一 之 orei( 有 ) 


K 的 唯一 组 合 不 变量 是 Euler-Poincaré 示 性 数 X(K) 的 倍数 . 
定理 2 《〈 李 殉 群 [30j 与 [31])。， 如 下 形式 《os 二 实数 ) 
gb(K) 一 >， or 下 
> 
KK 的 唯一 组 合 不 变量 必 是 已 知 不 变量 XCK), [XC(KD) 了 与 如 (CK) 的 线性 组 合 : 
PK) = oxX(K) +t BIXCKIF + rXANCK). 
我 们 将 给 出 定理 1 的 证 明 , 但 为 了 避免 不 必要 的 繁复 计算 起 网 ,我们 将 不 证 定理 2 而 
只 证 明 它 的 一 个 特殊 情形 ， 对 于 说 明 一 般 论 证 所 遵循 的 原则 已 经 很 够 了 .这 个 特殊 情形 
可 以 简洁 陈述 如 下 : 
定理 3，〈《 李 克 群 ,同上 ). 如 下 形式 (ov 二 实数 ) 
0(K)= >， araa(K) 


1 Jp 
天 的 唯一 组 合 不 变量 必 为 发 扩 (天 ) 的 倍数 ， 
顺便 指出 ， 这 些 定理 正好 说 明了 不 变量 XK) 与 鸡 天 ) 的 内 在 含义 ,因为 它们 可 以 
看 作 除了 复 形 的 维 数 以 外 ,从 组 合 构造 所 导出 的 两 个 最 简单 的 不 变量 ， 
定理 1 的 证 明 0， 试 芳 虑 由 一 个 维 数 ”> 0 的 单 形 "所 确定 的 复 形 入 . 在 0 的 一 个 
其 上 引入 一 新 质点 以 作 开 的 一 个 初等 前 分 SdK。 对 任意 复 形 工 以 工 ” 表 它 的 ” 维 骨 架 ， 
则 从 Pp 的 定义 得 : 


pK) 一 pK DN) + a,, 
pSaK) = pCSAK)D) + 20,, 
pSdK)® DW) = pSACK ND)) 十 on 
依 假定 9 是 组 合 不 变量 ,因而 有 
PK) = plSdK), 
pK™D) 一 plSdC KD)). 
从 这 些 方程 推 得 
ar 一 一 oo 


因 之 ow = 一 0Q 一 十 一 而 有 
9( 民 ) = m > (一 1)iai( 开 ) 一 aX(K). 
Te0 
定理 3 的 证 明 ， 定 理 在 dmK = 0 时 是 显然 的 , 故 可 归纳 地 假定 定理 在 维 数 过 4 一 
的 情形 已 成 立 而 来 考虑 一 个 = 维 的 复 形 KK, 于 是 归纳 假设 将 含 了 


1 W- Mayer 的 原 证 不 必要 的 过 于 繁复 . 


。 30 。 


1 一 1 
2 oan(K) 二 了 (—1)'tia(K), 
=0 


87 和 


或 即 ( 一 DD "Tiwi = 二 + 与 之 0 及 二 # 一 1 的 i, 了 无 关 . 由 此 每 
0(K) 一 >) oan(K) 


i= 


一 了 3 (—1) Tan(K) + 3 C0 十 Oni)asnCK) + osnanaCK) 


£91=0 ft 一 0 


n—1 


一 /XI 十 > ， 《oan 十 Cr 一 2 —1)t"r)aisCK) 十 (0 r)annCK). 


用 于 WCK) 的 已 知 不 变性 以 及 9CK) 的 假定 不 变性 可 知 : 对 于 复 形 与 它 的 任 一 剖 分 
SdK, 应 有 

Dhinl a K) — ain(SAK)] 一 0， (0) 
中 


| 


ai tt oa — 2C—1) tr, 0&1, 
hin 一 (7) 


要 证 明定 理 , 显然 只 须 证 明 2 二 0, 0 委 : 委 关 即 可 . 为 此 试 芳 虑 复 形 KK,,,, 由 两 分 离 的 
r+ 维 单 形 o 与 一 二 维 单 形 所 确定 ， 这 里 一 1 忆 + 夺 w?。 在 # 维 单 形 7 的 一 个 和 裕 上 引入 
一 新 顶点 以 作 K,,, 的 一 个 初等 前 分 54K,,,。 简单 的 计算 指出 ” 


fr 十 1 . 
1 ) + 2 一 0， 
asnC SAdK,,n) 本 aisCK,,s) 一 Cr ~ n). 

7 十 1 

(0) i 
zi 十 开 

如 十 工 . 

( 1 )+3, 1=—= 0， 


inCSdK ,an) — drn Kn,n) — 

eSdKan) olKon) 一 1 
:FN i 
i 十 1 1 十 | 


命 开 与 它 的 剖 分 依次 取 为 天 .与 S4K,,。， 则 从 (6) 武 得 


r 


(Co 


) 2 + 2 = 0, nn 之 + 守 0， 
1 二 1 


i=0 


SGD- GH rl )+s)e 
由 此 逐步 得 出 xu 一 0, %, 一 0，……，?j 一 0, 如 所 欲 证 . 


UK-，n 意 指 只 由 所定 的 那个 复 形 ， 
2) 在 a<6 时 ,二 项 式 系数 ( ) 规 定 为 0. 
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第 二 剖 


空间 在 周期 变换 下 无 定点 时 的 Smith 理论 


$ 1. 带 有 变换 群 的 复 形 


在 以 下 ,所谓 复 形 ” 系 指 第 一 章 $1 意义 下 的 “抽象 ” 复 形 而 言 . 

定义 1， 一 个 乘法 群 了 将 称 为 复 形 玉 的 一 个 变换 群 ， 如 果 对 每 一 4e 了 有 一 从 到 自 
身 的 一 对 一 胞 腔 映 象 与 之 对 应 ; 仍 记 之 为 六 使: 

1” 对 任意 G6€KR, 4 bE€T, 有 #46) 二 (201,)6. 

2” 16 一 5, 这 里 1 表 工 的 么 元 素 ,而 6€ K 任意 . 

组 (&，7) 将 称 为 简单 的 ,如 果 更 有 

3” 对 任意 了 中 上 和 关 1 与 5 人 人 有 好 夫人 

组 (天 ，7) 将 称 为 强 简单 的 ,如 果 除 1° 与 2° 外 ,并 有 

4” 对 任意 ?EKK 与 7 中 1 冯 1, 不 存在 4€ 久 既 与 有 公共 面 ,又 与 二 有 公共 看， 

注 . 显然 4 更 含 3"。 下 述 条 件 5 则 在 3° 与 4° 之 间 , 即 4? 草 含 5 而 5? 蕴含 
3°, 

5° 对 任意 66 及, 诸 胞 腔 二, ze 7T, 彼此 分 离 , 即 每 两 者 都 无 公共 面 . 

例 ， 命 开 为 由 = 个 顶点 与 ?个 线段 aero i 二 1，…,7 《as 一 4) 所 成 的 单 
纯 复 形 ,这 里 w 之 3. 设 为 一 去 2 而 能 除 尽 # 的 正 整数 而 Ti 为 由 民 的 单纯 映 象 如 所 生 
成 阶 数 为 a/ 的 群 ， 这 里 & 巡 表 地 把 zj 变 为 amxx《ai 一 ao i 任意 )， 于 是 组 ( 疼 ，T4》 
是 信 单 的 , 在 二 1 时 则 5°, 因 之 4° 都 不 成 立 , 在 一 2 时 则 5° 成 立 但 4? 不 成 立 , 在 
之 3 时 , 则 5° 与 4 都 成 立 , 即 为 强 简单 的 . 

规约 ， 如 果 玉 经 重新 定向 为 不 后 ,了 是 全 的 变换 群 ， 则 了 也 将 称 为 放 的 变换 群 ， 
这 时 组 《六 ，7) 将 称 为 简单 的 或 强 简单 的 , 视 ( 放 , 了) 是 徊 如 此 而 定 . 

记号 : 一 一 对 任意 (加 法 ) 可 交换 群 G 与 任意 (乘法 ) 群 了 将 以 GCT) 表 所 有 有 限 和 
和 gai (8i€ G, ti€《 了 了) 在 自然 加 法 之 下 所 成 的 群 , 而 以 ge G 恒 同 为 8. 1€ G(T), 这 里 1 
是 工 的 么 元 素 ， 置 


n(2) gifi) = 2 gi€ GO, 
车 1 为 整数 群 ，1(T) 与 GCT) (以 及 G 与 1(7)) 将 依 自然 方式 相 乘 ， 即 对 ec 一 3 nz 
€ 1(7T), 8 C= > gfe G(T) 与 g€ G, 有 
of = 2 nigi(titi) € G(T), 
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ga 一 之 (NgJiE G(T), 
若是 有 限 的 , 则 命 


人 (T)= > rel(T). 


显然 有 
nl tb6)=ae) + a(B), a, BE G(T), 
na(ep) = no) np), aE I(T), BE GT), (1) 
sa 一 Mo .ss, CE G(T), s = s(T), T 有 限 . 


定义 2。 设 钙 是 一 复 形 带 有 一 变换 群 T， 对 任意 系数 群 G 与 任意 w = wii 1(1)， 


定义 
on: CCR, G) > CCR, G) 
为 
A 
又 定义 


a#t: C*(R, G) —> C*(R, G) 
为 a#: CC 及 ) 一 CCK) 的 对 偶 同 态 ， 其 中 如 为 由 与 ET 对 应 的 胞 腔 映 象 去 所 引起 的 链 
映 象 ， 注 意 有 

Ot 一 Spit 

与 

aitC*(R, GICC*(R, G), 

命题 1 设 定 是 一 复 形 , 带 有 变换 群 了, 而 (让 7) 是 一 简单 组 .对 6, ? 证 , 如 有 

1 使 好 一 *， 即 记 作 6 ~ ， 于 是 ~~ 是 一 等 价 关系 。 命 K 二 {0o} 是 这 些 等 价 类 的 集 
体 ， 对 o, oo EK 任 取 Geo 与 #9E0 ,车 有 izET 使 以 6 央 定 义 为 ooo， 又 定义 
dimoa = 二 dim# 而 在 dmo 一 dimo 十 1 时, 定义 [0o, 0] 一 > ， [6 好]《〔〈 由 于 态 是 | 天 血 


有 限 且 定义 1 中 的 3” 满足 , 这 个 等 式 的 右边 是 有 意义 的 ), 于 古 这 些 定义 与 $€0,G &0o 
的 选择 无 关 , 且 使 K 成 为 一 复 形 ， 如 果 天 是 局 部 有 限 或 可 增 的 , 则 K 亦 然 . 
证 .~ 之 为 等 价 关 系 ， 可 从 定义 1 的 条 件 1 与 2° 直接 得 出 ， 同 样 可 知 面 关系 到 与 
维 数 函 数 都 与 85,5 在 o, ac 中 的 选择 无 关 , 阁 在 56, 5 中 男 择 a6, 过 ， 则 由 定义 1 的 茶 
件 1 与 2 有 
> {#6, (46°)] 一 D5, Fn61 = >， [15, 2 1]， 


因 之 关联 数 [cy, c'] 也 与 5, 5 的 选择 无 关 . 试 证 对 于 任意 o,o EK, 这 里 dimg 一 dmo” 
十 2 .有 


> [oo royoc=0， 


其 中 和 号 展开 在 所 有 使 tm o 一 dim o 一 1 的 o € K 上， 为 此 试 取 5e o, 6 em ， 又 对 
每 一 上 述 e 开 取 一 字 ez。 由 于 定义 1 的 1° 一 33, 六 中 维 数 为 dim o 一 1 的 胞 腔 全 体 
检 为 1 的 全 体 ,， 这 里 上 ToeRKR,dmo 二 dim o 一 ]， 因 之 有 


So, ol [oso] = > (5 [6,18°] . >) [好 


a! or i€T ZE 了 


一 >, DG, 好] 11, 10] 


A 


一 0， 
如 所 签证 .在 仿 是 可 增 时 , 玉 的 可 增 条 件 > [o, ol 一 0, 这 里 dimo 一 1 而 马 展 开 于 


所 有 dimo' 一 0 的 o EK 上 , 也 同样 证 明 . 当 请 为 局 部 有 限时 天 亦 然 ， 这 一 点 也 是 显然 
的 . 

定义 3， 设 六 是 落 有 变换 群 工 的 复 形 而 (六 ,7T) 是 简单 组 ， 依 命题 1 所 作 的 复 形 天 
将 称 为 组 (证 , 7) 的 模 复 形 , 记 作 天 一 R/T。 若 对 每 一 o€ 玉 任 取 一 确定 的 4e c, 则 胞 
距 集 {6) 将 称 为 组 (入 ，7) 的 一 个 基本 域 。 对 每 一 5e 食 , 命 它 的 等 价 类 与 之 对 应 , 由 此 
所 得 的 胞 腔 对 应 =: 大 一 天 称 为 组 的 投影 ， 若 工 是 有 限 的 , 则 由 趟 c) 一 {5/x(5) 一 所 
定 的 胞 腔 对 应 元: 玉 一 全 将 称 为 组 的 反 投 影 , 记 作 = 一 Proj( 证 , 7), 而 在 了 为 有 限时 ,二 
proi 民 态 ， 人 )， 

设 ( 尺 , 7) 是 简单 组 , 其 中 六 是 复 形 而 了 是 六 的 变换 群 , 命 玉 一 并 /7 与 x, 元 ( 工 有 
限时 ) 如 前 . 任 选 一 组 基本 域 ,其 中 9 维 胞 用 的 全 体 为 {69}, ;6 9?, 于 是 天 中 4 维 胞 以 的 
全 体 为 {08) , 其 中 + 跑 过 T, i 跑 过 394， 命 of 一 x9), 则 5 及, G) 的 任意 链 可 写作 


> ,or6g, ae G(T), 而 民 与 玉 中 的 边界 关系 各 可 写作 


1E99 
8659 一 “> afdf!, (2) 
i€997™: 
i1€ 99, oo € I(T). 
Bot = >) nad og. (3) 
jE 9 一 ， 


易 见 对 任意 we 7CT), 由 与 所 引出 的 同 态 
as: CA(KR, G6) — CKR, G) 


dT 


zf CdR, 0G) > CAK, OG) 


各 为 


a ( of ) 一 >， 《coi)09 ， (4) 
i€99 E94 
orE GCT), ao €E ICTY. 
(D0) = Dra). G) 
i€99 i€99 


若 工 是 有 限 的 , 则 元 有 定义 且 引 出 同 态 
z#: Ca K, G) > CA(KR, G) 
如 下 式 所 示 : 
Ri4( 2 p08) 一 2 (81)6, so A(T), gr€ G, (6) 

注意 由 (G5) 与 (6) 所 给 出 的 同 态 x# 与 z# 事实 上 是 与 基本 域 {68} 的 选择 无 关 的 . 

命题 2。” 设 KK 是 一 复 形 , 带 有 变换 群 了 ,使 (六 ,了 ) 成 一 简单 组 , 则 其 投影 x 引出 对 
任意 系数 群 G 上 C( 牢 , G) 到 CCK, G) 的 链 映 象 x#, 如 (5) 所 示 ， 如 果 (KK, 了) 是 简单 
组 而 了 是 有 限 的 , 则 反 投 影 元 也 引出 对 任意 G 上 CC(K, 6G) 到 CC(RR，G) 的 链 映 但 z#， 如 
(6) 所 示 ， 我 们 有 


元 间 Y 和 # 一 5 午间 一 (5) ] ， (7) 
其 中 1 表 恒 同 同 态 而 :二 7T). 对 侦 说 来 有 

ma ns) 1, (8) 
此 外 又 有 

x#CaR, 6G) = CAK, G), (9) 

元 #Ce( 度 ，G) = CAK, G), (10) 
与 

Az#CI(R, G) = CK, G). (11) 

证 .〈7) 一 (9) 直 接 可 自 (1) 一 (6) 得 出 . 为 证 (10) 与 (11), 试 考虑 任意 we C*(K, G6), 
定义 &€ CI(KR, G) 如 (169) 一 1. 本 1 | 这 里 {69} 为 ( 访 , 了 ) 的 一 个 基本 域 ， 则 
ul(o? 1 二 


6 一 Ww， 如果 w€ Cr(K,G), 并 有 辫 E Cr( 民 ，G), 因而 (10) 与 (11) 得 证 ， 

定义 4 设 复 形 久 与 民 ' 带 有 相同 的 变换 群 T, 而 (RK, 了) 与 (KR', 了) 都 是 简单 的 ， 
其 模 复 形 与 投影 各 为 K，K' 与 x, x。 胞 腔 映 象 关 六 一头 ' 将 称 为 一 组 映 象 ， 记 成 7:(K， 

T) 一 ( 谍 ', T)， 如 果 对 每 一 :€E 7, 有 好 二 1， 于 是 唯一 使 fx = ?的 胞 腔 对 应 f:K 一 

K' 将 称 为 是 组 映 象 了 所 导出 的 对 应 . 

命题 3， 设 产 ( 必 , T) 一 (RK', T) 是 带 有 相同 变换 群 工 的 简单 组 间 的 组 映 象 ， 于 是 
相应 模 复 形 K 一 民 /T 与 K' = KR/T 间 导 出 的 胞 腔 对 应 f:K 一 K' 是 一 胞 腔 映 象 ， 

证 ， 对 任意 使 dmo = 二 dimT 十 1 的 cE K,TEK, 任 取 6co 与 f er 则 jf €fo 


而 有 [fos 一 放生 一 216, 站] 一 这 15, 一 40, 广 r]， 改 /是 一 


i€F teT 
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网 腔 瞎 象 . 
命题 4 设 简单 组 间 的 组 贞 象 jC( 太 ,7T) 一 (六 7) 导出 胞 腔 映 象 f:K -> K'(K 一 
R/T ,KR 一 并]T)。 则 对 任意 系数 群 上 的 链 群 有 (= 一 Proj (RR, 7), x 一 Proj (R', T)): 


je 一 nf: CC(KR, G)— CCK’, G). (12) 
若 工 是 有 限 的 , 则 又 有 
fia 一 zsfa: CCK, G) —> CCK', G), (13) 
或 
Hf 一 并 元 #CY( 天 ，G) 一 C*C(K, G), (13)* 


这 里 元 一 Proj"!( 放 ,7), 一 Proj'( 镍 ,T)， 再 者 ,车 有 限 而 7 是 正常 的 因而 六 C*( 放 
0)CEr( 祷 ,， G) 时 , f 也 是 正常 的 而 有 fCiK',， G)CE64CK, G), 且 此 时 有 
ZH 一 fai:C*(R', G) —> C*(K, G). (13) 

证 . 直接 自 (5) 与 (6) 推 得 

一 个 复 形 工 称 作 是 一 复 形 的 一 个 割 分 ,如果 有 一 上 到 工 的 集 对 应 54, 使 54-! 是 单 
值 的 ,有 一 以 54 与 5407! 为 载 子 的 链 喘 象 Sa: CAK) -> CL) 与 S44: CL) -> CK)， 
使 SdsSds = 恒 同 ,又 有 一 同 伦 算 子 D: Cs(L) -> Cun(Z) 以 8d8d-! 为 载 子 , 而 使 8D 十 
D8 = SdaSds 一 恒 同 。 我 们 将 称 (34 ,Sds， 5d, D) 为 开间 分 为 工 的 定义 集 ， 当 开 是 局 
部 无 循环 时 ， 玉 的 一 个 特殊 的 章 分 可 以 所 谓 诱导 的 方法 获得 。 这 个 称 作 天 的 第 一 诱导 的 
复 形 , 记 作 Der 及 ,为 一 单纯 复 形 , 其 顶点 即 为 K 中 的 胞 腔 0, 而 9 维 单 形 为 所 有 使 m-a 
于 天 的 形式 co os， 所 请 天 的 第 ”诱导 Per 则 依 逐 
次 诱导 来 定义 . 

定义 5， 设 工 是 一 局 部 有 限 复 形 证 的 变换 群 而 人 是 处 的 一 个 剖 分 ， 以 〔 品 5zy， 
Sd 方 ) 为 定义 集 ,使 对 任意 FE 放 与 ze 了 , 子 复 形 C1548 与 C189 (16) 在 对 应 15., 之 下 
间 构 ,而 这 些 同 构 15., 首先 与 外 中 的 面 关系 协调 , 即 当 ?-4z 时 ,15 一 名 的 限制 。 其 次 
对 传递 ， 即 对 任意 aa we 了 ,有 Tan 一 Doz lans 且 当 上 是 了 的 么 元 素 时 。71z, 一 
重 同 ,此 时 令 好 一 .C5) 时 ， 工 即 自然 地 成 为 信 的 一 个 变换 群 ， 本 Sr 
六 ， 我 们 将 称 组 (人 ,7) 是 (天 ,T) 的 一 个 剖 分 ， 以 (84 Sdw， S44 祖 ) 为 定义 集 , 如 果 
以 下 诸 关系 


Sdsty = 二 8d4:C( 产 ) -> CK'), 
Sadiis 一 tqSde: CAR') -> CK), 
Dis 一 tipD: CKR') -> ConlK') 

能 满足 . 

从 定义 易 得 :S48 = 84i5 对 任意 5e 关 成 立 ， 盖 从 定义 有 

15.806 = Tc 一 于 S2CPF1， 

其 中 展开 于 所 有 -6 而 和 关 5 的 ?及 上 ,由 此 得 

1905 = 1 S46 = 1g, [CISdy ~ 5 C18GE] 
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一 Ti ,C1845) — SI CISdF) 
CISA(16) — HCISAC EE) 
— SdCI(16) — DSACLE) 
一 Sd(i0). 
由 此 又 可 得 41327487 一 94-118 对 任意 8 & 天 成立 ， 
命题 5。 设 (六 ,7T) 是 一 简单 组 ,其 中 尺 是 局 部 有 限 复 形 ,又 设 (RR', T) 是 (天 ,7) 的 
一 个 剖 分 , 则 (&', T) 也 是 简单 组 , 且 在 ( 信 , 了 ) 是 强 简单 时 , (KR', T) 亦 然 . 
证 .这 可 从 54t = 184 与 $471t 一 134- 推 得 。 盖 设 (六 ,7T) 不 是 简单 的 , 则 用 
六 与 和 关 1 的 zeET 使 好 一 他， 于 是 122-18! 一 Sa 一 Sa-ig’, 而 ( 尺 , TT) 也 不 是 简单 
的 . 强 简单 的 情形 也 同样 证 明 . 
命题 6， 设 (六 , 7) 是 简单 组 ,而 ( 信 ', 7) 是 (证 , TT) 的 剖 分 ， 刚 模 复 形 K' = KR'/T 
也 是 模 复 形 K 一 你/ 工 的 剖 分 , 且 若 (52， Sa#, S44, 方 ) 是 ( 放 ，T) 作为 ( 产 ，7) 部 分 的 
定义 集 时 ,可 取 kK' 作为 玉 的 剖 分 的 定义 集 (54, Sd#, Sd#，D), 使 
Sdr = Sd, 


| 


SC# 一 Sa ， 
而 在 了 有 限时 ,更 有 
Sdai 一 动 Sds， 
这 里 二 一 Proj( 久 , T), x’ 一 Proi(R’, T), z= Proj (KR, T), az’ = Proi (KR', T). 

证 . 取 ( 民 ,了 T) 的 一 个 基本 域 {689} , 而 命 x6f 一 of EK， 则 (Sd，Sda，Sd#，D) 可 

如 下 定义 : 
Sda? 一 {x'6' /0 € Sq59), 
Sduol = nySdud?, 
SA’ 0’) 一 ml3045 
与 (Ge Sdo). 
Dx’) = xaD(F). 

命题 7， 设 (证 , T) 是 一 简单 组 而 从 是 户 部 无 循环 的 , 则 简单 组 (Der 天, T) 是 (RK， 
了) 的 一 个 剖 分 且 是 强 简 单 的 ， 

证 。 第 一 个 论断 是 显然 的 ， 因 为 上 引出 C16 与 Cit# 的 一 个 同 构 56 天 任意 是 通 
常 使 Der 合作 为 处 剖 分 的 定义 集 , 也 使 (Der 依 , T) 成 为 (RR, 7T) 的 剖 分 。 第 二 个 论断 则 
是 以 下 庄 结果 的 推论 : 如 果 简单 组 ( 义 , T) 满足 定义 1 中 的 条 件 3 (或 55)， 则 (Der 天 ， 
T) 满足 该 定义 中 的 5° (或 4?). 为 此 例如 假设 (Der 尽 ，7) 不 满足 4?， 则 将 有 关 1 的 
tiET， 有关 一 区 EDer 息 (入 一 站 到 下 人， 以 及 6eDer 玉 ,使 对 基 多 与 
f; 而 言 ，2; 与 过 ;都 是 8' 的 顶点 ， 如 果 条 到 和 而 有 dm 关 委 dm 各 时， 应 有 区 堆 综 央 
而 多 与 1 将 有 顶点 公共 而 条 件 5° 对 (六 ，7) 不 再 满足 ， 同样 肯 二 ?2 ， 则 有 圭 愉 人行 
因而 名 环 二。 这 时 着 与 7!F; 将 有 顶点 公共 而 条 件 5 仍 不 能 满足 . 


附注 。 强 简单 组 的 作用 可 从 上 命题 5 一 7 与 下 述 命 题 略 见 一 斑 . 

命题 8.。 如 果 (六 ，7) 是 强 简 单 组 而 尺 是 单纯 复 形 , 则 天 一 六 /7 也 是 单 红 复 形 . 

证 . 由 于 (六 ，7T) 是 强 简单 的 , 从 的 任 两 单 形 # 与 好 只 须 : 关 1 即 无 公共 顶点 且 尽 
的 任 一 一 维 单 形 不 能 由 6 与 好 的 各 一 顶点 所 张 成 ， 设 闻 一 六 … 加 6E 信 而 一 关 0)， 
7 一 x(9)E KK, 这 里 zx 是 ( 尺 ,了 ) 的 投影 。 这 时 { 培 }, xc T， 是 投影 为 0 的 胞 腔 的 全 体 且 
了 是 天 中 以 诸 a; 为 顶点 的 唯一 9 维 胞 腔 . 盖 设 有 另 一 这 样 的 9 维 胞 腔 而 7 = x(7?), 则 
将 有 关 4ET 使 ?与 8, x 好 两 者 都 有 公共 顶点 ,而 前 面 已 见 到 这 与 ( 民 , 了) 的 强 简单 
性 不 合 ,由 此 可 知 玉 也 是 单纯 复 形 . 


$2. 在 周期 变换 下 的 复 形 


在 本 节 中 ,zp 将 是 一 个 辣 定 的 > 1 的 整数 , 了 = 模 p 整 数 群 I,, 而 上 是 了 的 一 个 母 
元 素 ， 如 果 * 是 复 形 及 的 一 个 一 对 一 的 胞 腔 上 映 象 , 则 (外 , 2) 将 称 为 简单 的 ,如 果 (K, 7) 
十 简单 的 , 在 这 时 模 复 形 并 /了 将 写作 民 /t, 余 同 . 

对 于 这 样 的 组 (RK, 7) 我 们 将 置 (1 = 了 的 么 元 素 ): 


一 1 十 4 十 :十 扩 ETT)，A 一 个 数 ， 
“on, 一 奇数 ， 由 
Y 一 1 二 24 十 3 十 .十 (一 1)tzr2ETCT)， (2) 
于 是 有 
| .5 大 一 偶数 ， 
S14 一 2 (2) 
s— pi, & 一 奇数 ， 
我 们 并 将 佐 照 惯例 以 2 表 * 或 24. 而 这 时 以 5 表 4 或 *。 因而 不 论 何 时 总 有 
pi = pp = 0. (3) 
我 们 又 用 记号 
本 二 偶数 ， 
pr 一 《3 ) 
5， = 奇数 ， 
命题 1， 设 (及 , 门 是 简单 组 ， 这 里 上 是 了 。 1, 的 母 元 素 ， 则 以 下 诸 序 列 都 是 正 合 
的 : 
‘> CR, GG) CR, CG) > CR, CGI 一 (4) 
.~—> CKR,G) 2 Ca(R, G0) 人 > CR, G)— (4*) 
Ge 人 G) SS GalK, 0) > CR, G0)—>... (4) 


证 . 任 选 (及, 1?) 的 一 个 基本 域 ， 其 中 4 维 胞 腔 的 全 体 是 { 好 }，i 9， 则 任 一 x*€ 
Cs( 尺 ，G) 可 写作 
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由 于 ( 久 ， 是 简单 的 ,这 梯 的 表示 是 唯一 的 ， 仿 
了 > ， 3 gisOF 3 & 一 个 数 ， 


FE394 j= 


5 ) 一 


2 3 (gi 一 gH69， 不 二 奇数， 


i€94 了 一 日 


其 中 gr 一 gf 因 之 aw( 和 一 0 各 等 价 于 
gi 一 0， 一 个 数 ， 


或 
2 一 8 二 … 一 gf A 一 奇数 ， 


在 第 一 情形 可 置 gi 一 名 一 到 1(g7! 一 可 1) 而 有 ?一 sw#》， 这 里 二 2 Bt. 在 第 
i€9 


二 情形 可 置 gi 一 gj, 0 所 ;二 p 一 1 而 有 二 srw》， 这 里 了》 一 >2)863?， 故 不 论 何 时 恒 


i€99 
有 Ker 5k 井 CTID sk 办， 因 对 任意 《有 "sa 一 0， 故 义 有 Im 5 得 于 下 er sf， 而 知 (4) 是 
正 合 序列 ， 
次 设 E CU( 久 ,GD) 而 状 168) 一 gi€E G, 则 有 (g? 二 8g?) 
£—1 
81， 二 偶数， 
sa(6Y) 一 9 j=0 
下 一 21， 不 二 奇数 . 
如 果 * 索 一 0， 则 如 前 在 太一 偶数 时 可 置 gj 二 二 一 到 "0 扩 j 记 pp 一 1 (gf 二 妈 ) 而 在 


二 奇数 时 可 置 名 二 8 二 一 8 一 及。 于 是 不 论 何 时 恒 有 立 一 于 015, 这 里 
D1?) = gi, 二 偶数 ， 
. Sis 1 一 0， 
v(t167) 一 | 二 奇数, 
0, 0<=j; 夺 pC 一 1, 


这 证 明了 Ker 党 CIm 绒 /1,。 由 于 Im 才 CC Ker 于 是 显然 的 , 夏 知 (4) 是 正 合 序列 . 在 
上 而 证 有 明 中 如 有 羡 E Cs 人 (KK,，G), 则 所 取 的 六 也 € CY《 尺 ，G)， 因 之 知 (和 也 是 正 合 序列 . 
由 于 有 上 述 命题 我 们 将 置 
CPOK, ts G) = Ker lou:C(R, G)— CK, G)] 


一 Im [p#:Cs(R, G)— C,(KR, G)], (5) 
Cy(R, 1; G) = Ker {po*: CHR, G)—> CK, G)] 
= In |p#:C(R, G)—> CA(RK, G)]. (5*) 


以 及 
CR, #; G) = Ker [o#:6?( 售 ，G) 一 CR，G)] 


一 Im [op*:C? (KR, G)— CK, G)]. (5) 
显然 有 ( 依 规约 CY = 0) 

OCP (KR, 1 GICCH KR, 1; G) (6) 

6Ce (RR, 1; GITCCEH(KR, 1; G), CG*) 
且 在 定局 部 有 限时 ,并 有 

dC (KR, 1; GICCE(K, 1 G). (6) 


因 之 我 们 有 下 面 的 Mayer 上 下 链 复 形 : 
COCK, i; GCC 村 OK, 1 G) -> 


CK, 1 -0, (7) 
CHER, 1; G):0 ~> CO(KR, 2; G)— >.. .Ct sR, 1 CG)— 
CtKR, 1; G) > *…., (7*) 
以 及 在 天 局 部 有 限时 ， 
EEK, 4: GO):0 > CLR, 1 G6) > > CoCK, 1: G) 
—> CHR, 1; G)—> -….. C7) 


定义 1， 诸 Mayer 链 复 形 CP( 尺 ，t; G)，C%X( 尼 ,1; G) 以 及 六 局 部 有 限时 的 
C%( 民 ,1; G)， 将 各 称 为 简单 组 ( 民 , 的 Smith 下 链 复 形 ， Smith 上 链 复 形 与 Smith 紧 
上 链 复 形 。 它们 的 链 将 各 称 为 (KK, 由 的 p- 下 链 ，o- 上 链 与 紧 o- 上 链 。 记 这 些 链 复 形 的 
闭 链 群 与 边缘 群 为 Z87( 放 ,1; G), Z6 (RR,t; G), 26(R, 1; G), BYNAK, 1; G), BECK, 
1; G) 与 BC 民 ,t; G)， 这 些 群 中 的 元 素 将 各 称 为 组 (K, 1) 的 po- 下 闭 链 , p- 上 闭 链 , 紧 
Pp- 上 闭 链 , pe- 下 边缘 , pe- 上 边缘 与 紧 p- 上 边缘 . 这 些 复 形 同调 群 则 各 记 为 


HEAR, 1; G) = ZR, 1; GN BPAKR, 后 G), (8) 

He (CR, #1; G) = Ze)(K, 1; G)/ BE (RKR, ss 6), (8*) 
又 在 民 局 部 有 限时 ， 

He (KR, ts; G) = ZR, 1; G)/BE RK, 1: G). (8) 


所 有 这 些 群 都 将 称 为 组 (六 , 1) 的 特殊 群 ,而 它们 的 元 素 都 将 称 为 (KR, ) 的 特殊 类 .更 明确 
地 说 ,这 些 群 将 各 称 为 (K,t) 的 p- 下 同调 群 , o- 上 同调 群 ,与 紧 o- 上 同调 群 ,而 它们 的 元 
素 各 称 为 p- 下 同调 类 , oe- 上 同调 类 ,与 索 o- 上 同调 类 ， 对 于 z, 21, za CPA(K, ts G) 而 
Zz, 21 一 gE PCRKR, 1; G)， 同样 对 于 ,ts tw € CER, G) (或 Cay(R, 1: 6G) a, 
i 一 WE BOA( 尺 ,1;G) (或 B06,( 证 ,1; G)), 有 时 也 将 采用 记号 2 0, am 人 eu 
与 Pw， 这 时 我 们 说 z (或 w) o- 下 (上 ) 同 调 于 0， 而，z2 《或 www) p- 下 《上 ) 同 
调 . 
命题 2 设 ( 久 , 1) 是 简单 组 ,其 中 上 是 了 = 1 的 母 元 素 ， 设 C( 民 , G) (或 C*(K， 
G) 与 六 局 部 有 限时 C* (KR,G)) 是 尺 在 系数 群 G 上 的 Mayer 下 链 复 形 ( 或 Mayer 上 链 
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复 形 或 蒜 上 链 复 形 ), 则 有 复 形 闻 的 正 合 序列 如 下 : 


0— CCKR,  G) > C(KR, G) >、 CO(K, 1: GY)— 10, (9) 

0— CE) (RK, 1; G) > C*( 廊 ， G) > CE (KR, t; G)— 0, (9)* 
又 在 开局 部 有 限时 ， 

0 Ch (RK, 6) -> THK, 6) 和。 TER, 1 G) >0. (5) 


诸 同 态 , 例 如 (9)* 中 的 知 与 部 可 定义 如 下 : i 为 由 对 应 wu 一 p#u, wu€ Crx( 玉 ，G)， 所 引 
起 ,而 $$ 为 由 恒 同 对 应 所 引起 . 

证 ， 以 上 定义 的 4， 多 等 都 是 Mayer 复 形 间 的 同 态 一 事 是 显然 的 ， 试 证 例如 (9)* 
是 正 合 的 ， 对 任意 ww& C) ， 由 命题 1 有 ve c* (KK, G) 使 x 一 py 因而 hp) 一 
1potv) 一 5p#tz = 0, 而 有 Im$, CC Kerh,, 设 w€ C*(K, G) 而 iw = 0, Bp stu = 0, 
则 we Ch) 而 有 Ker 和 C Im 5,， 又 由 命题 1，%, 显然 是 上 同 态 而 5 是 无 核 同 态 ， 因 而 定 
理 得 证 . 

从 命题 2 与 关于 复 形 正 合 序列 的 一 般 理 论 可 得 

命题 3。 设 (KK, 7) 是 一 简单 组 , 上 是 了 s I 的 母 元 素 , 则 有 以 下 诸 正 合 序 列 : 

一 五 (六 G) HK, ; G) Ep (KR, 1; G) 
HR, G)—> .> HK,t;G) > HR, G) — HACR,1:G), (10) 
HaR,i; G)—> (KEK, G)— HR, 1; G)—> :-. — HAK, G) 2 
HK, 1; 6) Le HE (KR, ts 6) HR, G) > ... C10)* 
又 在 六 局 部 有 限时 ， 
pb 


p 


FR, 1; GO) = FCR, 6) > FR, 1; 6G) = := Hi(R, G0) 一 > 
对 


He (RKR, z; c) > BeilK, 1; G) 一 > Hor(K, 6G)—>... (10) 
其 中 诸 周 态 例如 (10)* 中 的 忆 ， 太 与 足 , 可 如 下 定义 : 代为 对 应 wu 一 p*w 所 引出 , 这 里 
xzE Z*( 尺 ，G), v# 为 由 恒 同 同 态 v 一 v 所 引出 ,，v€ Z( 民 ,1; G), 又 扰 为 由 对 应 p#w 
一 3w mod B 为 (外 2 G) 所 引出 ,这 里 psw 6 Z%( 贸 ,s ; G). 
定义 2。 命题 3 中 的 诸 正 合 序列 将 称 为 简单 组 ( 尺 , z) 的 Smith-Richardson 正 合 序 列 ， 
定义 3. 同 态 
A — ARCOKR, 1) = fh :HPN(KR, 1; G) — Hoh(R, 1; G), 
Bw = fp(R, 1) = Ff HEEK, 1; G) — HesCK, 1; G), 
又 在 氏 局 部 有 限时 ， 
三 一 这 (RR, 7) 一 基站 H(R, 1; 6G) —> He SCR, t; G) 
将 称 为 简单 组 ( 冻 , +) 的 Smith 特殊 同 态 ， 在 不 至 引起 混乱 时 , p86%， Rt) 与 臣 (o 将 各 
简 记 为 Cr， 与 亩 。 
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定义 4。 设 并 是 可 增 的 ， 则 在 天 的 每 一 顶点 上 取 值 1 的 整 系数 上 闭 链 jx 显然 是 一 
4d- 上 闭 链 , 它 的 4- 上 同调 类 将 记 作 lw。 于 是 
A(R, 1) = pa(KR, #1) Haoe HCR, 7) 
将 称 作 简单 组 ( 尺 , #) 的 Smith 特殊 上 类 ， 其 中 di 如 (4) 与 (2) 记 示 .如 果 有 最 小 整数 
 > 0 使 A"( 诈 ,7) 一 0 则 这 个 最 小 整数 将 称 为 组 (证 , ) 的 Smith 特殊 指数 而 记 作 了 了 ( 民 ， 
伞 ， 如 果 这 样 的 整数 不 存在 , 则 置 证, 1) 一 +co。 因而 
| k > iK, 0), 
AL(K, 1) oe 
天 0, k=<ICKk,1), 
设 玉 一头 /: 是 简单 组 (从 ,7) 的 模 复 形 , :是 了 = 1 的 母 元 素 、 则 (站 ,六 的 特殊 同 
调 群 与 KX 在 适当 系数 群 上 通常 同调 群 之 间 的 关系 ,如 下 面 命题 4 与 5 所 未， 
命题 4 设 ( 尺 , 1) 是 简单 组 , * 是 了 心 1 的 母 元 素 , 而 x = Proj (KR, 4), # = Proj™ 
( 优 ,), KK 一 久 /:， 则 三 将 引出 Mayer 复 形 间 的 同 构 如 下 : 


a CCK, G) = CHR, 1; G), (11) 
zi: CHR, 1; 0G) ~ C*(K, 0), (11)* 
又 在 天 局 部 有 限时 ,又 有 
i ChAR, 1 G) ~ C*(K, 0). (11) 
由 此 知 动 与 埃 将 引出 同 构 
iNHA(K, 0G) ~ HOCR, 1; G6), (12) 
a HOCKR, 1; G) ~ HUAK, 6G), (12)* 
又 在 关 局 部 有 限时 ， 
元 :五 2 有 ,6 G) ~ Ha K, G). (12) 


证 . 试 取 ( 尺 , 7) 的 一 个 基本 域 {89, i€ 39?}, 因而 KX 的 4 维 胞 腔 的 全 体 是 {of， 
i€ 399), 这 里 x 的 ) 一 0f. 对 任意 x€ gio? € Ca(K， G) 有 4x = P(g) = s#2 807 € 
CEA(KR，t; G), 于 是 zx 一 0 等 价 于 gi 一 0, i€ 94 或 x+ 二 0， 另 一 面 , 任 一 下 链 x€ 
CIO( 民 ,1 G) 必 在 CA( 民 ,6G) 在 s# 下 的 象 集中 ,因而 形 如 (gi;€ G)， 

tf — sn BD gi67 — Dge)5 — gx, 
这 里 + 一 > giof € CA(K, G), 由 此 (11) 得 证 ，(11)* 与 (11) 也 可 同样 证 明 ， 而 (12) 等 则 
从 (11) 等 得 出 3， 附 带 注意 (11),(12),… 中 的 同 爸 ,显然 不 依赖 于 基本 域 的 选择 . 

关于 (外, 4) 的 -同调 群 与 &K 的 通常 同调 群 间 的 关系 要 比 二 同调 群 的 情形 复杂 得 多 . 

首先 ,对 任意 可 交换 群 G, 记 G 与 自身 的 p 重 直 和 为 图 ,G 二 G 引申 G(p 次 ). 在 四 ,G 


中 由 满足 这 g 一 0 的 所 有 元 素 (g1，*…, gs) 所 组 成 的 子 群 将 记 作 斩 )CG， 选择 CR, 4) 
的 一 个 基本 域 {589} 如 前 ， 对 任意 x 一 叶 hof EC (CK, 的 )G), 这 里 加 二 《gas*…… ,gip) € 


1) (11* 中 的 区 由 X48 二 44 来 定义 ,这 里 六 = 人 2 ECR 
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个 1G , 试 置 痊 x 一 got69 ,于 是 易 见 论 xeECP(R, t; G), 且 在 每 一 维 数 g 宇 0, 许 痢 
p 1 
if 


建立 了 一 个 同 构 

:CA(K, DG) ~ CORK, 1; G). 
定义 一 边缘 运算 

OCAK, BG) > Ca Kk, DeG) 
为 一 ( 沪 )7'8 沪 ， 其 中 9 为 Smith s- 链 复 形 CR, 1; G) 的 边缘 运算 ， 于 是 {Cs(K， 
提 ;G), 6"} 成 一 Mayer 链 复 形 必 CK, 狼 )G), 在 总 下 与 CO(KR, 1; G) 同 构 ， 因 之 一 下 
同调 群 HCK, 1; G) 在 咎 所 引出 的 同 态 站 下, 与 链 复 形 C(K, 由 1)G) 的 同调 群 HCK， 
但 %G) 同 构 .一 上 同调 群 与 紧 一 上 同调 群 也 可 以 同样 处 理 ， 这 里 须 注意 这 些 引入 的 Mayer 
链 复 形 与 同 构 依赖 于 基本 域 的 选择 , 尽管 它们 之 间 互 相同 构 , 但 这 些 同 构 并 不 是 确定 的 . 
总 述 之 ,我 们 有 . 

命题 5。 对 任意 可 交换 群 C, 命 田 ;G 为 p 重 直 和 图 ,G = 6 男 …': 儿 G6G 人 次) 中 由 满 

足 写 gj 一 0 的 元 素 (gi,，*…, gp) 所 组 成 的 子 群 ， 则 在 适当 定 边 缘 运 算 印 与 加 时 ,可 得 
Mayer 链 复 形 C(K, 由 1G) = {Cs(K, B26), 0°}, C*(K, DG) = {CK, D2G), 6}, 
量 在 从 局 部 有 限时 并 有 C*(K， 甸 )G) 一 1C2K， 旨 1G)，5}， 此 外 并 有 复 形 问 的 河 构 

:CCK, DIG) ~ CO(KR, 1; G)， 

CER, 1; G) ~ CK, DIG), 


以 及 六 局 部 有 限时 ， 

CERK, 1; G) ~ CK, DG). 
这 些 复 形 的 同 构 又 引出 同调 群 间 的 同 构 

(CK, BIG) ~ HEAK, 1; G)， 

HORKR, 1; G) ~ HK, BYG), 
以 及 六 局 部 有 限时 ， 

:HKR, 1; G) ~ BK, DG). 

为 避免 系数 群 旨 G 与 复 形 忆 的 使 用 ,我 们 将 引入 以 下 诸 同 态 ， 对 任意 下 闭 链 x€ X 

E HsA(K, G) 下 链 zx 是 一 在 系数 群 G, 一 G/pG 上 的 下 闭 链 , 这 可 从 取 XE Cs(K, G) 
使 x#X = x 时 , 有 s(z4X) 一 sir# 一 5 一 ps#* 这 一 式 看 出 ， 记 G6G 到 G, 的 模 尹 约 
化 为 +,。， 则 ?paz#x 在 Gy 上 的 -类 与 x€ X 的 选择 无 关 ， 盖 设 另 取 一 *EX， 则 有 y 使 
x 一 x 一 9y。 于 是 取 了 EE Con( 民 ,G) 使 x#7 二 yy 时 ,由 (1),，(2)，(2)' 可 得 rasz 一 
yp 元 站 一 了 pK#0Y 一 OCr ,ATRY ) = OCrys#y) 一 Ods Cr ps#y 因而 广 p 沦 持 江 上 与 +az#x 属于 
Gs 上 的 同一 一 类 同样 ， 对 任意 一 上 闭 链 24846 DE H6( 民 ,1; 6), 在 G, 上 的 上 闭 链 
ri#2 的 通常 上 同调 类 , 既 与 0 中 池上 闭 链 的 选择 无 关 , 也 与 它 的 表示 at 无 关 , 再 者 ,如 
果 隐 6 BCK, 1; G), 而 选择 442Z6e 亡 使 让 6 CXC 尺 ，t; G)， 则 也 有 raiYeE CCK, G6). 
总 述 之 有 
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命题 6。 有 同 态 


za:H(K, 6G) — HOC(KR, 1; G,), (13) 

i :HECKR, t; G)—> HK, G,), (13)* 
以 及 天 局 部 有 限时 ， 

zt HOCK, 1; G)— HC(K, G6,). (13) 


这 些 同 态 都 是 满 同 态 且 各 由 以 下 诸 对 应 所 引出 :对 于 x € XE HAK,G) 取 对 应 x 一 ?i#X， 
对 于 4d 入 € ZE6( 尺 ,1; G) 或 Z6)( 尺 ,1; G) 取 对 应 dg 一 rp， 
与 膏 ? 类 似 , 亦 可 定义 同 态 x 他 ' 如下: 
命题 6. 有 同 态 
wor 一 x HONKR, 1; C) —> HK, 0’). (13’) 
这 些 同 态 可 由 对 应 xz#:Pp#x 一 rat 5| 出 ,其 中 G = G 或 G6, 视 p= 二 4 或 :而 定 , 义 二 
恒 间 或 1,, 也 视 p 一 4 或 :而 定 . 
注 。 符 号 zex 与 <p* 将 同样 使 用 , 余 同 , 
命题 7， 设 (K, 与 (KR', zt) 都 是 简单 组 ， 这 里 :既是 又 是 认 ' 的 变换 群 了 过 六 
的 母 元 素 ， 又 设 产 ( 玉 , 1) 一 《&', ) 是 组 映 象 ,导出 胞 腔 映 象 f:K 一 K', 这 里 K = Kfi， 
K' 一 及 /2 则 7 引出 同 态 
PHIEARKR, 1; G) — HEAR', t: 6), 
pe :He (KR’, 1; G) —> He)(R, 1; G). 
如 果 尺 , 放 ' 都 是 局 部 有 限 且 了 是 正常 的 ,因而 类 C4( 放 ',， G)C C4( 民 , G) 时， 也 将 引出 同 
fe :HEA KR', 1; G) — HRK, 1; G). 
这 些 同 态 状 :， 芒 ) 以 及 有 定义 时 的 从, 都 与 命题 3 中 的 同 态 从 ，p4， v% 等 可 交换 ， 也 与 
Smirh 特殊 同 态 F 恕 ,天 w) 以 及 有 定义 时 的 恋 可 交换 。 特别 ， 当 慌 与 六 可 增 时 ， 有 
fh) ACR', 1) = At(K, 1), (14) 
与 
TCR, 4) < FR’, 2). (15) 
注 记 ， 一 个 简单 组 ( 祥 ， 志 ， 这 里 * 是 7 = 了 的 母 元素 时 ，Smith 特殊 同调 群 的 定 
义 依赖 于 了 工 中 母 元 素 * 的 选择 ,但 这 种 对 * 的 依赖 只 是 表面 上 如 此 ,事实 上 我 们 有 
命题 8。 设 简单 组 (KK, 1), t 是 了 心 1 的 母 元 素 , 则 组 的 Smith 特殊 同调 群 与 工 中 
母 元 素 t 的 选择 无 关 . 
证 , 设 坟 是 工 的 另 一 母 元 素 , 则 有 整数 a, 6 使 :二 ,1 二 18, 而 这 里 ap 二 1modp， 
置 了 一 1 十 上 十 … 十 1 与 下 一 1 一 上 则 了 一 1 十 拓 十 十 rp 一 4 二 
1 一 请 一 df 十 1 十 …- 十 Pi 一 1 一 旨 一 术 (1 十 十 … 十 如 -站 因而 对 
p 一 5 或 上 以 及 pm 一 7 或 4 对 于 特殊 Smith 复 形 而 言 , 同 态 
p#: CR, G)— CA(K, G) 
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与 
p#: CR, G)—> CR, G) 
的 核 与 象 各 与 同 态 
pa#:CaKR, G)—> CR, G) 
与 
p#:CI(R, G)—> CK, G) 
的 核 与 象 重合 ， 因 之 有 
CAR, #; G) = CO(KR, 1; G)， 
CH(K, 1; G) = CH(K, 1; 6). 
自然 应 有 
HYAR, 1; G) = HYN(KR, #; G)， 
HAR, 1; G) = He KR, 1; G). 
同样 在 及 局 部 有 限时 , 也 应 有 
He,,(K, 1; 6G) = He (kK, f, G), 
如 所 和 欲 证 . 
对 于 同 态 pe 等 来 说 ,情况 就 不 一 样 , 事实 上 这 些 同 态 与 了 中 母 元 素 上 的 选择 确实 有 
关 , 关 于 这 个 问题 的 讨论 我 们 将 延 搁 至 $3 的 命题 2， 
下 述 命题 说 明 简 单 组 ( 忽 ， 7) (如 前 :是 了 < 1 的 母 元 素 ) 的 特殊 同调 群 以 及 命题 3 
中 所 引信 的 同 态 位, , v# 等 , 都 在 组 的 剖 分 下 不 变 。 与 $ 1 中 命题 5 一 7 联合 , 可 见 在 
讨论 特殊 群 时 ,基本 上 只 要 考虑 强 简单 组 就 已 够 了 ， 
命题 9， 设 (KK,; zt) 是 一 简单 组 ，: 是 T = 1 的 母 元 素 , 而 六 是 局 部 有 限 的 。 设 
(让 ', 1) 是 (中, 1) 的 一 个 剖 分 , 则 有 确定 的 同 构 
SAP HPAK, 1; 6G) ~ HOR', G)， 
Sd :He (R’, 1; G) ~ HE (KR, 1; G)， 
Sat,,: He ,有 G) ~ HR, ; 0). 
对 此 有 
SA = 2Sd4 :HAK’, G) —> HPCKR, 1; G,) (16) 
等 等 ， 再 者 , 这 些 同 态 又 都 与 命题 3 中 所 引信 的 (及 , 1) 的 同 态 从 ,ph 等 以 及 ( 谍 , 7) 的 
同 态 ix，py 等 可 交换 ， 
证 , 设 (54, 54#, Sd%, 仿 ) 是 使 ( 售 ， 2 成 为 (外 , 的 剖 分 的 定义 集 , 则 有 Sdsru 一 
3d4 3d3 一 起 30， 与 方 吉 一 2 方 . 因 之 引出 同 态 
Saf': COR, 1; GC)— CPR', 1; G)， 
SA: CHR', ts G) > CONK, 1; G) 


Do: CPAR', 1; G)—> COR', 1; G), 
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于 是 由 定义 推 得 正 合 序列 的 同 态 : 
0—> CPA(R, i; CO) 一 > CR, cy > CHR, 1; G)—0 


I | | Sa 


0 一 CH(R', 1; 0) 一 - CR, 0) > CPR, 1; G)—>0, 
0—> CI， 4; G) 一 > C,(, CG) > co, 1:G)—0 
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0 一 CR 1: GY) > CK’, G) 区 CHR', 1; G) 一 0， 
由 此 又 引出 下 述 正 合 序 列 间 的 同 态 : 


> HP(K, 1: 6) > HR, 6) > HC, 1; 6) Bs HDR, 4; 6) > 


|& 多 |g， 3 人 | 
S mz pp ey NP aye] Ty 2 yp 
> HOAK', 1; G) —> HAR’, 6G) > HPCR', 1; G) > HO KR, 1; G) > 


一 、。， mv Pi ~ ie ~ 
“> HECR, 1; G) > HK, G) > HOCK, 4; 60) Ss HOR, 1; GC)—>.: 


{ee “ lea {ae I 
(Pf 人， py 2 be (PF 7 和 (P) fg’ 
—> HOR’, 1; G) > HR',G) > HOCR', t; G) SS HDR', t; GO)—> 


由 于 Sd4? Sdy' 一 异同 ,以 及 84? 十 部 58 一 Sd 524r 一 恒 同 ， 故 对 引出 的 同 态 有 
So84d 一 恒 同 与 54 54 一 恒 同 ， 因 之 8 与 0 都 是 同 构 ,其 余 诺 论断 也 同 
样 容 易 推 得 , 

命题 10。， 设 ( 仿 , :) 是 简单 组 ,+ 是 了 7 的 母 元 素 ， 对 任意 和 ECY( 并 ,4 6) 与 
2&ECZ(R,， 4 G), 其 中 G 是 一 域 ,显然 值 


KI(p#y, 5) 一 KICY, po) (17) 
与 *, 并 的 表示 x 二 B47, 六 一 5#2 无 关 ， 记 此 值 为 KTC 绢 , 则 KI 将 引出 对 偶 配 合 
KIA CP(R, 1; G), CeCR, 1; G))CG， (18) 
与 
KIAHPOCR, 1: G), HCR, 1; GEG. (19) 


证 . 设 je Ci(R, 1; G) 使 对 任意 XE CP( 全 ,3 G) 有 KIX, = 二 0， 则 对 任意 
YE Ca( 尺 ,，G) 有 


: KI(3, 的 = Kl,(p#y, 区 = 0, 

因而 冯 二 0. 这 证 明了 配对 (18) 是 对 侦 性 的 ， 由 直接 验证 知 KL,(6%, 7) 一 KI,(X, 82)， 
这 里 XE€ CR( 尺 , t; G) 与 和 ECZ( 宏 ,六 G) 任意 ， 由 此 知 ZC, 1z; G) 是 BA， 4 
G) 在 CR G) 的 零 化 群 ,而 72 全, 6G) 是 BO( 信 ,2 G) 在 C2( 交 ,六 G) 中 的 
零 化 群 ,反之 B6(KK, 1; G) 也 是 Z8( 民 ,和 G) 在 C6( 钙 , 6) 中 的 零 化 群 , 而 了 包 ( 忘 ， 
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#; G) 又 是 ZRR, 1; G) 在 CR, 5 G) 中 的 零 化 群 ， 由 此 知 配对 (19) 也 是 对 个性 的 ， 
命题 11， 对 于 命题 10 中 的 配对 (19) 有 
KIsA(X, D0) = KIC(rxt NX, a%)U), (20) 
这 里 名 E HO(RR, 4; 1,) 与 Ue Hy( 民 R, 1; 1,) 任意 . 
证 ， 任 取 和 6 各, 和 6 达 且 命 守 一 sgY， 并 二 s 虽 $y， 则 有 xg》 90 党， 二 6 需 ) 启 , 因而 
KIsA(X, D) 一 Te， 一 KI(sgy, 2) 
一 KI(zaray, 0) = KI(Crgy, ztY) 
一 KI(x¥X, zDD), 


如 所 欲 证 . 
命题 12， 对 于 命题 10 中 的 配对 (19) 有 


KI(X, p00) = KIs( fx, DU), (21) 
其 中 入 6 HP( 民 , 1; G)，D eH 入 (家 ,1; G) 任意 ,而 6 是 一 域 . 
证 . 任 取 Xe 完 , 并 ED 并 设 X 一 py)》, 一 p15，07 一 pg2，62 一 卉 访 ， 因 而 okgt 
ftx 完 ,5# 必 FP， 于 是 有 
KIAX, FSU) 一 KI(pay, tl) 
一 KI(y, btw) = KI(Y, 62) 
一 KI(0), 5) = KI(ps2, 2?) 
一 天 7T5CO4g， py) 
一 Kls(Rox 人 ,DU), 
如 所 欲 证 . 


§ 3. Smith 同 态 及 其 性 质 


设 (及 , 7) 是 一 简单 组 , 如 前 节 , 其 中 二 一 1, 上 是 了 了 的 一 个 特定 的 母 元 素 , 而 / 
是 > 1 的 整数 。 记 号 * d,s 与 坟 都 将 同 $2. 
对 任意 可 交换 群 G 我 们 将 置 
| 二 偶数 ， 
Go 一 
G/tG 一 Go， A 一 奇数 ， 
在 为 奇数 时 的 模 ? 约 化 r+,:G 一 Gc， 在 为 偶数 时 的 人 恒 同 同 态 以 及 它们 所 引起 的 链 
上 里 象 CL, C) 一 CCL，Gm) 与 CEL，G) 一 CEL， Gow)(L = 任意 复 形 ) 将 一 概 记 
作 ro:xoo 二 恒 同 或 7,, 视 一 偶数 或 奇数 而 定 . 
在 $ 2 中 我 们 对 任 一 简单 组 (六 , 2) 引信 了 Smith 特殊 群 及 其 同 态 , 由 于 经 常 遇 到 这 
种 情况 ,需要 通过 模 复 形 天 = 玉 /z 而 不 是 通过 六 来 研讨 组 ( 展 , z) 的 性 质 , 因此 值得 将 所 
有 这 些 群 与 同 态 在 KK 中 表达 出 来 , $ 2 中 的 命题 4 与 5 实际 上 已 给 出 了 这 种 表达 , 因为 
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(1) 


下 同调 与 上 同调 在 这 种 通过 KK 的 表达 形式 上 是 比较 别扭 和 的， 如 果 依 照 $ 2 命题 6 那样 
变换 这 些 群 为 较 简单 (自然 因此 而 有 所 损失 ) 的 群 而 直接 在 KK 中 考虑 ,就 会 方便 得 多 . 

整个 的 起 点 仍 是 $ 2 的 命题 I。 对 于 KK 的 任意 下 闭 链 x€ Zs(K, G) 任 取 一 下 链 x0E 
C (有 ，G) 使 mi 二 xo。 因 so40% 一 Oooszo 二 Disrszo 一 元 #0x 二 0， 故 依 $2 命 题 1 有 
一 下 链 和 CE C1( 访 ，G) 使 ng2 一 92% 因 wig0% 一 On# 和 b= 06 各 一 0， 故 又 有 庆 E 
C，:( 谋 ,G) 使 so4z 二 6 名, 依 此 进行 ,得 一 下 链 序列 4& Cs-x( 尺 ,6G) 使 


Tr#X0 一 Xx, OX 一 R411 4 一 & 之 0. (2) 
同样 ,对 任意 上 闭 链 x€ Zr?(K, G) 有 一 上 链 序列 各 Cr+ 太 ,，G), 使 
zo 一 WH, HUk 一 ks 和 人 之 0. (2)™ 


如 果 关 是 局 部 有 限 的 ,而 xe Z*CK, G)， 则 二 并 可 取 自 CoxKR，G)， 而 使 (2)* 仍然 成 
立 , 
定义 1. 满足 (2) 的 下 链 序列 和 6 Co 人， G)，4 闷 0 (或 满足 (2)# 的 上 链 序 列 
和 6 CT 并， G) [或 E Cor(R，G),， 如 果 关 局 部 有 限 ]) 将 称 为 下 闭 链 *k Zu(K, G) (或 
上 闭 链 we ZK, G) [或 E ZK, G), 如 果 论 局 部 有 限 ]) 的 一 个 分 解 . 
命题 1， 对 任意 简单 组 (证 , :)， 其 中 + 是 了 心 1 的 母 元 素 ,， kK 一 天 /xz， 没 (2) (或 
(2)*) 是 下 闭 链 xc XE 和,(K，G) (或 上 闭 链 x E UE Ha(K，G) 或 在 六 局 部 有 限时 ， 
u EUE HK, 0)) 的 一 个 分 解 , 则 "szx 的 下 同调 类 (或 "asax 的 上 同调 类 或 紧 上 同 
调 类 ) 既 与 X 中 的 x*( 或 0 或 U 中 的 w) 的 选择 无 关 , 也 与 +* (或 w) 的 分 解 无 关 , 记 这 些 类 
为 ux《X) (或 愤 D 以 及 县 局 部 有 限时 丰 0), 则 px (或 虐 或 成 ) 定 义 了 一 个 同 态 
Wk = a(R, :HAK, G)—> HA(K, Giw), 9 之 Lk 0, (3) 
或 
p= RR, HARK, G)—> Hrrt(K, GW)),《 全 0, 或 尺 局 部 有 限时 ， (3*) 
Fi = nt(K, :HK, 6) —> Hett(K, Gu),k > 0， (3) 
特别 jo, 几 , 与 夏 是 相应 的 恒 同 同 态 , 再 者 , 在 放 局 部 有 限时 , 对 于 标准 同 态 1*:H'CK， 
G) 一 (KE，G) 有 


一 《4 ) 
证 . 设 务 e CA 人 G)， 9 之 之 0 是 另 一 下 闭 链 x EX 的 任 一 分 解 ,因而 有 
Th 9 之 下 之 0， 
命 * 一 六 一 97)，)76 Con(K,，G), 而 加 是 一 下 链 E Co 请，G) 使 ms 为 一 》y， 应 用 $1 的 
命题 1 与 $ 2 的 命题 1, 对 不 用 归纳 法 可 得 出 一 下 链 序列 水 € Co-xn( 尺 ,6G), gq 之 六 之 0， 
使 次 一 杀 一 0 也 十 Ht#7s 由 此 得 


oa 


0， & = 一 个 数 ， 
P(x#7k41)， 友 二 柯 数 ， 
” 因 之 roraXfhsr00r#tr 属于 态 ,-KK，Gww) 的 同一 下 同调 类 ， 至 于 px 为 同 态 ， 则 是 显然 
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条 站 各 一 TE 间 在 一 O(ayr) + | 


的 ， 
关于 民 与 区 的 对 偶 情 形 也 可 同样 证 明 ,(4) 直 接 可 自 定 义 得 出 ， 
定义 2. 对 简单 组 (K,t) (其 中 :是 7 了 = 了 ;的 母 元 素 ,K 一 /1) 而 言 ,在 命题 1 中 
证 明了 存在 的 同 态 wx， 虐 以 及 天 局 部 有 限时 的 成 将 称 为 组 (K, 7) 的 Smith 同 态 ， 设 
lxe HKK) 是 KK 的 单位 上 类 ,这 里 设 人 ,因而 K 都 是 可 增 的 , 则 


utlx = At(K, 1) € HKCK, TD 及 之 0 (C5) 
将 称 为 组 ( 仿 , z) 的 Smith 上 类 ,特别 有 
lx = lx. (6) 


注 记 。Smith 同 态 与 Smith 上 类 的 定义 ， 依 赖 于 了 = 了, 中 母 元 素 t 的 选择 ， 事实 
上 ,假设 在 了 六 中 另 选 一 母 元 素 台 (1 过 a 过 p, 4 与 p 互 质 ), 则 有 

命题 2， 对 了 ~ 了 的 任 两 母 元 素 t, * (1 < “< po 与 9 互 质 )， 简 单 组 (及 ，:) 与 
(天 ，z) 的 Smith 同 态 与 Smith 上 类 间 有 如 下 关系 : 


pCKR, 1) = or» paCR, 1°), (7) 

WCR, 1) = or’ pK, 1), (7*) 

RR, 2) 一 ok (KR 2) (发 局 部 有 限 )， (7) 

(开门 一 of .AL(KR, 1 ) (RK 可 增 ), (8) 
其 中 色 三 [CX 十 1)/21 为 三 《十 1)12 的 最 大 整数 ， 


证 ， 命 
1 十 站 十 让 十 十 ITV 一 ， 上 二 偶数， 
i 3 《一 告 数 ， 
了 一 | ， 一 偶数 ， 
1 十 十 … + 一 奇数 . 
有 二 4， 显然 (KK, 1) 与 (及 , 2) 有 相同 的 模 复 形 玉 与 投影 x， 设 ( 鹤 ) 是 一 下 闭 链 
x€ XEHs《K, G) 对 组 (KR,z) 而 言 的 分 解 ,因而 
KX0 = 区， Ozh 一 CA 
则 有 
Oxo = sadist1), 
OCdi#* “di#Xk) 一 SHI 和 (可 提 ， 1 
ra dn "driXA) = ok’ rTk. 
由 此 知 {Bi#… 24 六} 是 x 对 于 组 (KR,z) 而 言 的 一 个 分 解 ,而 有 rowot raXh € ux( 尺 , 4): 
X， 因 romnX EE tc4C 民 ,1*) "XX 故 有 pa( 民 ,71) 一 at pu( 及 ,tr)， 其 余 诸 关系 也 间 样 验 
命题 3， 任意 系数 群 的 同 态 4:G 一 CG 将 引出 问 态 
hx:HAK, G)— HK, G'), 


:HK, G)— HK, 6), 
以 及 天 局 部 有 限时 ， 
EB*:HkK, G) — Hi(K, 0G")., 
对 简单 组 ( 尽 , z) (1 是 心 了 的 母 元 素 而 K == 旋 / 芒 而 言 有 
hx rr 一 Wk hx : (9} 
同样 对 pt 以 及 民 局 部 有 限时 对 研 也 有 类 似 关 系 . 
证 。 对 任意 XEHA(K, G) 取 xEX, 宫 ECs(K,G) 使 x4 各 = x+， 取 一 * 的 分 解 如 
《2) 丙 示 , 于 是 有 
jx E hyR, xahto = hr, OChXA) 一 SA)， 
以 及 roraC hr) 一 ron#r € phxX 一 bywrX， 如 所 和 欲 证 . 
对 于 Smith 同 态 pv 以 及 Smith 特殊 同 态 心 等 之 间 的 关系 ,犹如 
命题 4， 设 
i :HK, G) ~ HOCR, 4; 02. 
等 为 $ 2 命题 4 中 的 同 构 , 则 有 交换 关系 
a pa = Pa :HAK, G) > HDR,t; G) (10) 


el 


样 , 命 
zi:HAK, G)—> HPCR, 1; G,) 
等 为 $ 2 命题 6 中 所 引入 的 同 态 , 则 有 交换 关系 


和 ak 一 PR : HA K, G) > HYD(R, 1; G,), 《10 ) 
对 于 上 同调 以 及 钝 局 部 有 限时 的 紧 上 同调 也 有 类 似 的 关系 ,例如 
Ta) a) 一 Wa) 。 Hea)CR, t; G) 一 > HATk(K, Gu). C10*) 


证 . 设 {z 寻 是 zeEXE CE，G) 的 一 个 分 解 ， 因而 《2) 式 成 立 ， 由 定义 有 sn 
zxXE HY 及 ,1; G), 于 是 依次 有 
BR, 一 HE fd (a X) € HD. (KR, 1; G), 
在 ;一 2 一 1 是 奇数 时 有 xx 二 xok € poxX, i #24 一 s#X2RE 元， 因 之 有 (10)， 
(10) 以 及 上 同调 与 紧 上 同调 情形 的 证 明 也 相仿 . 
命题 5。 对 于 简单 组 (KK, 六 (: 是 了 = 了 的 母 元 素 ) 的 Smith 同 态 有 关系 : 


Lak = (£2)*, pa = (Hap = p02), C1) = ap * rte (11) 
A = CN, pan = (pF pr = pt pst), (ut 一 0 rps, (11*) 
又 在 玉 局 部 有 限时 ， 
Pix = (R32), Br = (Rt) tnt = aR), (RY = 4, ront, (11) 
其 中 
0， p 二 奇数 ， 
dp = 《1T > 
一 /2、 p 一 偶数 . 


证 。 这 易 从 命题 4 与 Smith 特殊 同 态 的 定义 推 得 ， 但 也 可 如 下 证 明 ， 设 *EXk 
HA(K, G), un€E UE HA(K, G) (或 EHH(K, G), 当 尺 与 KK 局 部 有 限时 ), 而 {f4)} {2} 为 
x, # 的 分 解 , 使 (2) 与 (2)* 成 立 (K€ Co_a( 尽 ，G), EE CH ，G) 或 52 人， G))， 由 
定义 ， 

Xk 一 FNNXEE WAR, Uk = rRNA E ptU BR EU, (12) 
应 用 $2 的 (1),(2) 与 (2) ,可 得 x; 或 x, 的 一 个 分 解 如 下 : 
ni Cr pi) 一 Xi, Or pran) 一 $2741 音 C? p35 并 人 2442) ， 


Ol 2) 一 2 和 7 


zr 和 人 2 X29 Ey < 53j 一 1 非 光 3j419 Qx2i+i 一 Ce 
由 定义 得 
CF p52 2 ) " Topoati€ tatiC teX ), 


TiCf peX2it1) 一 Kyit1€ to eX ). 
p72 一 X21 € LyiC tN ), 工装 苑 21 二 3 一 Kip2 € Wai LaX ), 


以 此 与 (12) 比 较 , 即 得 


(po 1. 
2 
对 1 既 与 碾 也 有 同样 关系 ,由 此 即 得 (11),C11)* 与 (11). 
命题 6。 简单 组 (R, 1) (1 是 了 ~ 1 的 母 元 素 ) 的 Smith 同 态 (3)* 有 以 下 诸 性 质 : 
wp 二 0， 特别 有 (13) 
zx4t( 民 ， 二 0, 上 可 增 . (13') 
设 闻 :HKK,， Gp) -> HHA(K, G6) 为 由 正 合 序 列 0 一 G 一 G 一 6 一 0 所 定 的 Bockstein 
问 态 ,这 里 G 没 有 阶 数 为 p 的 元 素 , 则 


Ht 一 rT PC Hoi 一 Wat Haitt2s Li — Ci。 


6 一 4 六， 特别 有 (14) 
B* AK (KR, 1) =— A*(K,1), KR 可 增 . 《14 ) 
再 者 对 任意 C, 有 
pr 一 0， 特别 有 (15) 
pA*(KR,#) = 0, KR 可 增 . 《15 ) 
如 果 玉 , 因而 玉 都 是 局 部 有 限 而 使 三 有 定义 时 ,我 们 同样 也 有 
zt 一 0， (13) 
BE， (14) 
这 里 妇 :HAKK, G,) 一 Ht+KK, G) 是 相应 的 Bockstein 同 态 ,以 及 
pa = 0， (15) 


对 于 px 也 有 类 似 的 一 些 关 系 ， 
证 ， 设 {zj 是 上 闭 链 we UE HK，G) 的 一 个 分 解 而 有 (2)*、 其 中 4 一 rei*6 
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et 在 sw6DeEe(KE， G)， 并 取 各 使 ECett 玉 ，G), 于 是 x*ptU 或 x*aXU 含有 上 
闭 链 
6 二 偶数 ， 
rs Crs)，。 二 奇数 ， 
其 中 由 52 的 (2) 式 给 出 , 这 证 明了 (13) 与 (13)， 
为 确定 ruiV， 这 里 UE HICK, G) (或 E HIA(K, G), 设 尺 与 K 局 部 有 限 )， 试 取 
4 ,4 如 前, 令 Woi-1 一 2-1。 于 是 有 6Ui4: 二 64 一 6 人 0241 一 元 和 于 各 一 pp 元 # 冯 ;一 
Puak， 因 wok € pA 或 FT， 而 ro 一 7 一 ilE WD 或 三 -7， 故 (14) 与 
《14) 得 证 ,关系 puat = 6xx- 则 又 证 明了 (15) 与 (15). 
命题 7， 设 (及 , 7) 与 G,8* 如 命题 6, 则 对 任意 UE HCK, G,) 有 
rp teatU + Wb U = pV, (16) 


mt 一 rmt 一 FR 一 


PuRU = LAP*U. (17) 
证 ， 任 取 uwE U， 并 取 EC?(KR,G,)，VE C4( 愉 ，G) 使 者 训 二， ro9 一 让. 则 对 
一 2 有 rv 二 Wu 与 6v 一 pw, 而 wEW 一 8*U, 取 放 CE CIT( 尺 ,G6G) 使 名 二 w, 于 
是 霸 (62 一 pD) 一 mt 一 jp 必 ) 一 xt#(Bv 一 pw) = 0， 因 而 有 XE Ce+( 民 ，G)， 使 
87 一 pw = dt, 又 st6W 二 ntz#0wv 一 x#6w 一 0， 因而 有 YE Ce 并 G)， 使 3 一 
d#y， 于 是 d#(6x 十 py) 一 5dt 十 pqd#y 二 0, 故 有 SEC C), 使 
6¢ 十 py = sg, (18) 
由 此 得 
全 元 提 X 一 prtg — prty. (19) 
又 统 二 57p0 一 dty,X， 故 rpz#XE utU。 将 (18) 模 Pp 约 化 得 67,? = sys， 大 而 + 多 
E12U。， 又 有 ?rox piw 一 ptB*U， 从 (19) 知 706*LU 为 含 pig 一 rpz#7 的 上 类 ， 
故 得 
rep LtU 十 48*U = wiU, (20) 
因 B*UE HIT(K, G)， 故 从 命题 6 的 (14) 式 得 
Lp 一 PB*U 一 BY ph aptB*U (由 (11*)) 
= BU 一 rob* ut U) . (由 (20)) 
一 8 ULRD — Proni -pptU (CB (9),(11*)) 


. = 8 xD， 
这 证 明了 (17)， 其 次 又 有 
tap” pAU = rp pa 《由 (11)*) 
= php ut U 《由 C17) 


= ALT — pr *U) (由 (9),(20)) 
aU 一 ppB U 《由 (11)*) 


i 
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这 证 朋 了 (16)， 
命题 8。， 设 UEHIK,1,), 而 XEHaorxCK, 1), 则 
KI(X, utU) = KI(uX, U). (21) 
证 ， 试 取 wE 口 ,+E XX 以 及 它们 的 分 解 {8} 与 {44}， 各 满足 (2) 与 42) (但 x*;€ 
CR TD)). 设 如 $2 的 (2) 式 , 因而 由 $2 的 (2) 有 ds = smod p. 于 是 在 为 
奇数 时 ,有 
KIC(X, wu¥U) 一 KI(x, zi) 一 KI(z#r, Hn) 
一 KTC fi) 一 KICsko, di) 
一 KI(syfo, O21) 一 KI(O no, Hr) 
一 天 Ta 富生) = 天 Te， 站 一 


一 KI(Csnfr, fo) = KI(zaraTr, fo) 
一 Kl(xat,, ztt) = KICrs 各 so 
一 KI(uX, U). 
在 名 为 偶数 的 情形 也 类 似 , 这 证 明了 (22). 
命题 9， 设 ( 尽 , ?) 是 一 简单 组 , 这 里 上 是 T = 1, 的 母 元 素 , 又 (KR, 1) 是 (六 , 1) 的 
一 个 痢 分 因而 依 》 1 命题 6， 天 ' 一 玉 /也 是 天 一 天 /的 一 个 前 分 。 于 是 由 剖 分 所 引起 
的 间 构 


Sax :HAK, G) ~ HA(K’, G6), (22) 
Sd*:HICK’, G) ~ HACK, G) (22*) 
各 与 Smith 同 态 可 交换 , 即 有 
SdytexCR, i) = naCR', 1) « Sdy, (23) 
uCR, 1) . Sa* = Sd*px(R', 1s), C23*) 
又 在 让 局 部 有 限时 ， 
Ak(R, 1) . Sd* 一 Sa*ax(K, 1). (23) 
特别 ,在 六 可 增 时 ,对 于 Smith 上 类 有 
Sd* A(R', 1) = At(R, 1). (24) 


证 ， 这 可 从 § 1 命题 6, $ 2 命题 9 与 本 节 命题 3, 4 推出 . 
命题 10. 设 对 于 简单 组 (KK, 站 (是 了 一 1 的 母 元 素 ) 尺 与 K = 尺 /: 都 是 可 增 局 
部 有 限 且 局 部 无 循环 的 复 形 , 以 致 六 与 玉 中 都 可 定义 上 积 , 使 自然 配对 Tw UGCGo 引 
出 证 与 K 的 上 同调 间 的 唯一 上 积 ， 对 Smith 同 态 1 = 弃 ( 民 ,四 以 及 戌 = 大 (KR, 1)， 
此 时 有 . 
LT 一 nlxrUU, Ue HSA(K, G), (C25) 


AU = ntlxrUU, Ue HAK, G), (25) 


ea G3 « 


证 。 假 设 天 ， 及 都 是 顶点 有 一 定 次 序 的 单纯 复合 形 ， 而 投影 保持 顶点 的 次 序 ， 交 
Whitey 方法 在 KK 与 尺 中 定义 U- 积 , 则 对 任意 了 E C( 展 Tb) 2€ CR，G), 将 有 

i#C YU sg) 一 Hy U At, (26) 

(YUs 2) = 次 US > 0, (27) 

试 证 , 例如 (26) 如 次 ， 对 任意 (+ 十 *) 维 单 形 (ao ……4,4,)&《 尺 ， 可 取 一 《+ 十 s) 维 单 形 

(B04)j EE 及 使 a2) 一 a0 过 i 人 + 十 s， 命 1 壤 二 前 , 因 而 (六 和 ) 二 (和 … 

+s)E 尺 , 于 是 
TI UE a -arts) = CFU sRS) Ra0. * "4a,+s)) 


p—1 
= (PURE) Gs)) = FU) 
i=0 
p—1l 
一 1 和 ，o( 寡 ， 直 )] 
ij=0 


一 [二 yO 2) | * SE(s#(G.- "hts)) 


一 ysa( ho 4,)) * Cs#( 0, Gs )) 
一 FRa(G0° 4,)) + Zi arty)) 
一 2 a0: +4) » 8 a, «ats) 
一 《元 了 US) 《ao "arts). 
因 (e+) 是 任意 的 , 故 得 (26), 同样 可 得 (27). 
今 设 1x 是 K 的 时 位 上 闭 链 , 即 在 K 的 所 有 顶点 上 都 取 值 1 的 上 闭 链 ， 试 考虑 到 与 
u EU 或 0 的 分 解 { 诛 } 与 { 癌 ), 以 至 
元 # tt 0 
zt0 一 lr, 0, 一 spt 之 0， 
这 里 总 EE CITk( 论 ,6G), 如 果 we DU， 于 是 从 (21) 与 (22) 可 得 
7 O UU) st2) 一 no zt 一 Lx at 
fl 一 4EU 或 U， 
CD VU stt0) = O00 VU stm + (CC—1 DU 6s 
一 dr se 十 《一 了 2 Uststa 
一 证 CVrU st )， 
CO gH00) = RV VU E42 = 2 Un. 
由 此 知 {54 Us*2%} 是 x 的 一 个 分 解 , 因 而 
ret st a UA) EU 或 臣 U, 
因 (oat2x € zt 区 ， 故 得 (25) 与 (25)， 
在 一 般 情形 ,如 果 沽 虑 与 XK 的 导出 复 形 , 并 应 用 本 节 命 题 8 与 $ 1 命题 6, 7, 即 可 
归结 为 上 述 特 殊 情形 . 
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从 命题 5, 6 与 9 可 得 
命题 11， 设 ( 展 , 0) 是 简单 组 ( 是 了 厂 的 母 元 素 ) ,其 中 并 与 玉 一 芒 /# 都 是 可 
增 饥 部 有 限 且 局 部 无 循环 的 , 则 对 Smith 上 类 A4* 一 A*( 尺 ,EHC(K, Ty) 有 


A = UIAD), Aitli= AU A = AKU A, (28) 
0， 二 奇数 , 
U2 4) = (28 人 

(4 {2 “rpA?， pp 二 偶数 


其 中 Ur* 指 对 自然 配对 IT,UICI, 等 等 的 上 积 的 不 次 寡 而 言 ,特别 有 
UAD = +At, p=2. (28") 

定义 3， 设 (&, 7) 是 一 简单 组 ,这 里 1 是 了 s 六 的 母 元 素 , 天 一 并/t 而 访 是 可 增 
的 ， 则 由 于 前 面 命题 ,引入 下 面 的 名 称 将 是 合理 的 : 使 4"( 六 ,z) = 0( 或 +,A"(K,z) = 0) 
的 最 小 整数 ”> 0 如 果 存在 ,将 称 为 ( 忽 , 已 的 Smith 指数 (或 约 化 Smith 指数 )， 并 将 记 
作 ICK,z) (或 PCRE 六)， 如 果 这 样 的 整数 不 存在 , 则 将 置 [并 ,站 一 十 co (或 IKR,z) = 
十 oo )， 

命题 12。 对 简单 组 ( 尺 , ) 的 Smith 上 类 有 以 下 诸 关 系 : 


A(R, £) = AK, 1), (29) 

其 中 z6%) 如 4 2 的 命题 4 与 6 所 示 ， 特 别 有 
TR,A)— 1 SIKR, 2) HK,), (29') 
(KR, 7) 一 并 信 , ,如 果 1( 民 ,1) 是 偶数 ， (29") 


证 ， 这 从 命题 4 与 定义 立即 得 出 . 
下 述 命题 只 限于 p= 2， 
命题 13， 设 p 一 2 而 (从 ,z) 是 简单 组 ,同时 2 二 1, 设 G 是 可 交 痪 群 ,而 26 = 0， 
戎 C 一 G,, 则 以 下 诸 序 列 都 是 正 合 的 : 
> HKR, G6) > HK, G) > HK, 6) > HR, G6) > .-.. (30) 
> He KR, G) > HAK, CO) Ls Hoek, 6) > Hon(R, G6) > (C30) 
在 尺 局 部 有 限时 ， 
.> Ha(K, G)— > HK, 0) > Heri(k, CG) > Hoti(K, 6G)—>..., (6) 
证 ， 试 证 (30) 如 次 ,由 $2 的 命题 3, 有 下 述 正 合 序列 
> HR, 0) > HOR, 1; 6G) tS BRK, 1; G 站 (gc 一 . ， 
(31) 
由 于 26 一 0, 获 d#Cs( 尺 ，G) 一 s#Ca( 民 ,G6), 因而 有 CIC, 41; G) 一 CP( 廊 ,+ ; G) 与 
及 四 (RK, 1; 6G) 一 HYA( 民 ,zt; G). 试 莹 虑 以 下 图 象 
‘+. HC(R,G) 4 HKR, 1; G) 4 HCR, 1; G) HKR,G)—>... 


[em 元 49) md 元 5 ) 
La * /iy 


Hei(K, G)-H HK, G) 
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其 中 第 一 行 即 正 合 序列 (31), 而 两 纵向 同 态 az) 为 $2 命题 4 中 的 同 构 ,从 4#，?# 的 定义 
与 关系 动 x# 一 和 # 两 个 三 角形 都 是 可 交换 的 , 从 命题 4 又 知 中 间 方 形 也 是 可 交换 的 , 因 之 
得 正 合 序列 (30). 

命题 14， 设 (六 ,0) 与 (名 , 都 是 简单 组 , : 是 了 s 了 的 母 元 素 , 而 了 (RK, 17) 一 
《 放 ', z) 是 组 映 象 ,导出 胞 腔 映 象 是 fj:K 一 K', 这 里 K 二 /1, K' = 民 '/t, 则 有 


fapxCK, 1) = waCR', fa, (32) 

pCR, DF = fut CR', #). (32)* 
若 玉 , KK' 都 是 局 部 有 限 , 且 ?因而 也 有 上 了 都 是 正常 的 , 则 又 有 

RCR, fF* — rat CR’, 1), (32) 
特别 在 站 与 六 都 是 可 增 的 时 ,有 

ACKR’, 1) = A*(K, 1), (33) 
因而 

TCR, 2) SIR , 1), (34) 


证 ， 这 从 上 面 的 命题 4，$ 2 的 命题 7 以 及 关 'z#) 一 zx 等 诸 明 显 事 实 可 立即 推 
出 ,这 里 z¥', 起 2 是 简单 组 (R, 7 与 (KR', 7) 依 $2 命题 14,6 所 引入 的 相应 同 态 , 


$ 4. 带 有 变换 群 的 空间 


定义 1。 一 个 乘法 群 了 将 称 为 空间 多 的 一 个 变换 群 , 如果 对 每 一 :€ T, 对 应 一 XX 到 
自身 上 的 拓扑 变换 , 仍 记 之 为 1, 共有 以 下 诸 性 质 : 

1? 对 任意 和 6 各 ,ET 有 287) 二 (wn), 

2” 对 任意 XE 久 有 1% = 二?, 这 里 1 是 工 的 么 元 素 . 

组 ( 父 ，7) 将 称 为 简单 的 ,如 果 更 有 

3? 对 任意 点 4e 人 入 有 一 的 邻 域 剖 使 间 与 任 一 z(D) 无 公共 点 ， 这 里 上 是 了 中 任 
痘 去 1 的 元 索 ， 

注 。 如 同 $1 定义 1 下 的 注 那 样 , 3° 蕴含 下 面 的 4°, 而 在 条 件 1° 与 2° 下 ,等 价 于 下 
面 形式 上 似 较 强 的 于 

4” 对 任意 XE 名 与 T 中 1 关 1, 有 人 谋 关 全 

5” 对 任意 *€ 贸 , 有 一 ?的 邻 域 0 使 诸 集 D0), te 了, 彼此 无 公共 点 . 

定义 2， 设 冬 是 一 空间 ,而 工 是 信 的 一 个 变换 群 . 分 多 的 点 成 等 价 类 ,使 匀 中 两 点 
2 入 属于 同一 类 与 否 ， 视 是 否 有 :ET 使 夸 一 多 而 定 。 于 是 可 定义 入 对 了 的 商 空间 X 
为 上 述 等 价 类 的 空间 ， 所 取 拓 扑 使 UCX 之 为 开 集 与 否 ， 视 对 中 所 有 在 忌 的 某 一 等 介 类 
的 点 的 集合 是 否 为 中 开 集 而 定 。 这 个 空间 X 将 称 为 组 ( 匀 ，T) 的 模 空间 而 记 作 X= 
XX/T， 从 X 到 XX 上 的 自然 投影 映 多 中 的 任 一 点 为 它 所 属 的 等 价 闫 是 一 连续 映 象 ， 将 称 为 
组 (&, 7) 的 投影 ,并 记 作 Proj ( 窜 ,7). 
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命题 1， 设 各 是 Hausdorff 空间 , T 是 久 的 一 个 有 限 的 变换 群 ， 满 足 定义 1 中 的 条 
件 1°, 2° 与 4 则 (名, 7) 是 一 简单 组 ,而 多 是 模 空间 XX 二 X/T 的 一 个 窗 达 空间, 且 
X 也 是 Hausdorff 空间 . 

证 ， 设 ?是 党 的 任 一 点 ,由 定义 1 的 4°, 对 了 中 t 关 1 有 过关 ?Y. 因 入 是 Hausdorff 
空间 , 故 对 : 关 1 有 与 病 的 邻 域 0 与 这 ,, 使 UV, 由 ,二 8 ， 于 是 集合 WW, = UN 只， 
是 字 的 一 个 邻 域 与 ! 侯 , 无 公共 点 ， 只 须 1 关 1， 因 T 是 有 限 的 , 故 诸 售 ,, :六 1 的 交 是 和 
的 一 个 邻 域 ,满足 定义 1 中 的 条 件 3*, 因而 (完了 T) 是 一 简单 组 ,而 尺 是 X 的 一 个 覆 迁 空 
间 . 

其 次 试 壹 虑 X 的 任意 两 点 x* 天 y。 选择 贸 中 两 点 %,》 使 x(%) 一 xy x( 了 ) 二 y, 这 里 
:是 一 X 是 组 ( 信 ,T) 的 投影 。 因 对 任意 1, 7 ET, 有 产地 与 》 尖 过 , 故 与 上 面 同样 
的 推理 可 给 出 * 与 的 邻 域 Us 与 Us, 都 满足 定义 1 的 条 件 3°, 且 使 Us 与 所 有 zUs 以 及 
Uy 与 所 有 #0Us 都 无 公共 点 ,已 € 7 任意 ,于 是 投影 U。 = Us 与 Uy 一 r0y 各 为 x，? 的 
邻 域 而 彼此 无 公共 点 , 因 之 XX 是 一 Hausdorff 空间 ， 

设 (%, 了) 是 一 简单 组 ,其 中 息 是 一 Hausdorff 空间 ,如 果 了 s 六 ， 则 在 $2,，$ 3 中 
发 展 了 的 对 复 形 在 变换 群 了 Ts 7 下 所 成 简单 组 的 特殊 同调 理论 也 极 易 推广 到 这 一 情形 ， 
就 本 书 当前 目的 而 论 ， 我 们 将 较 详 地 痒 述 应 用 奇异 同调 情形 下 的 这 一 理论 ,虽然 应 用 
Filenberg-Steenrod 意义 下 的 别 种 同调 系统 ,例如 Céch 同调 系统 ,也 同样 可 以 . 

设 (&, 7T) 是 一 拓扑 空间 与 一 变换 群 了 所 成 的 简单 组 , 则 任意 +e 7 将 引起 一 奇异 复 
形 SCSX) 到 白 身 的 胞 腔 映 象 ， 仍 记 之 为 z， 使 (SCX)， T) 变 成 人 1 意义 下 的 简单 组 。 特别 
若 7 ~ 1,, 而 tt 是 T 的 一 个 指定 的 母 元 素 时 ,我 们 将 记 ( 名 ,了 T) 为 (多 , !), 余 类 推 , 这 时 
我 们 可 通过 (SC 名 ), 1) 来 讨论 (党 ,站 ,应 用 $2 中 4d, s, p,P 等 记号 ， 我 们 首先 建立 下 面 
的 

定义 3。 设 (X, 门 是 简单 组 ,其 中 总 是 一 拓扑 空间 , t 是 T 心 1 的 母 元 素 , 而 ?是 
> 1 的 整数 ， 则 组 (SCX), 六 的 Smith 特殊 群 将 径 称 为 组 (入 , 芒 的 Smith 特殊 群 ,并 采 
用 以 下 符号 : 


HP(K, +, G) 一 HPCS(X), t; G), 
HR, 1; G) = HES(X), 1; G)， 
HK, a) = RCSCK), :HACKR, 1; G) > HET, 1; G), 
Pio, 0) = ESCK), :HK, 1; 6G) —> HOCX, 1; 6), 
人 (各 一 ArCS(X), oy, 
六 和 站 一 TSCR),). 
此 外 ,我 们 并 将 置 
CPAK, 1; G) = CHT), G)， 
命题 2， 设 ( 久 , T) 是 一 简单 组 ， 其 中 入 是 一 Hausdorff 空间 ， 而 并 是 有 限 的 ， 设 
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X 一 %/T 是 它 的 模 空间 , 则 SCX) 确定 地 同 构 于 复 形 SC 宫 )AT. 
证 ， 从 命题 1 知 入 是 和 的 材 迭 空间 ,而 Pro}( 完 ，7) 是 相应 的 材 迭 投影 ， 由 此 立 得 
本 命题 ， 
定义 4.。 设 ( 久 ,z) 是 一 简单 组 ,其 中 各 是 一 Hausdorff 空间 ,而 :是 7 了 的 一 个 
指定 的 母 元 素 ， 设 X = %/ 是 它 的 模 空 间 , 则 (8( 铬 ), #) 的 Smith 同 态 将 称 为 (党, 1) 的 
Smith 同 态 , 余 类 推 , 我 们 并 采用 以 下 符号 : 
pCR, :HAX, 6) —> Hx(X, Ge), 
RK, HAR, G) —> Hit(X, Go), 
AX(K, 2) = p(X, 四 lx €E HACX, Tn)). 
设 (多, 六 如 前 ,由 于 SC 名) 除 在 毫 无 意义 的 例外 情形 以 外 , 总 是 非 局 部 有 限 的 , 它 的 
紧 上 链 复 形 是 无 意义 的 ,可 是 , 如果 依照 第 一 章 4 1 那样 来 定义 6C?(%,，C) CC CCX，G)， 
以 及 5 CA，G) 一 C4+( 多 ,G6G) 作为 5 的 限制 , 则 显然 有 二 C<( 完 , G) C Cx(%X, G), 是 
445 一 5， 与 $2 的 命题 1 同样 ,并 可 证 明 下 述 本 入 列 
.> Cs(%, G) 全 CC, G) 一 > CT, G) -> 
是 正 合 的 ， 因 之 ， 如 采 置 
Ce (XN, G) = Ker [p*:Cr(%, G)—> C(X, G)] 
= Im [p*:C(%, G) —> CA(%, G)], 
则 有 一 Mayer 上 链 复 形 . 
Et (KC, GC):0—> CX, G)—> > CE KX, G6) > CHK,G) > ..., 
其 中 5, 是 5 在 C8,《 久 ，G) 上 的 限制 ， ,再 者 ， 下 面 这 一 yer 上 上 链 复 形 间 的 叙 列 
0 一 [55(8,G) —> CX, G) -一 -Ex(%G) >0 (*) 
也 容易 验证 十 正 合 的 ,其 中 5 是 恒 同 同 态 , 而 入 定义 如 4 一 5 6E C*( 久 ; G) 任意 ， 
据 此 可 作 下 面 的 
定义 5， 设 (X, 四 是 简单 组 , 上 是 了 心 1, 的 母 元 素 , 则 Mayer 上 链 复 形 C%,( 完 , 6G) 
的 上 同调 群 将 称 为 组 (多 , 四 的 特殊 紧 p- 上 同调 群 , 并 将 记 为 HEy( 久 ,1; G), 正 合 序列 (*# ) 
将 给 出 同 态 
i (KX, 21): HET, t; G) — Het'(K, t: G), 
以 及 同 态 
,oR, :HK, 1; G) 一 天 站 (各 ,和 G), 
如 下 式 所 定义 
六 ， f) 一 rv, A): ， 让 (及, Bj 2)， 
它们 将 称 为 组 CX, 的 紧 特殊 Smith 同 态 ， 
设 ( 久 , zf) 如 前 ， 而 儿 是 一 Hausdorff 空间 ， 则 = 一 Proj (多 , 四 :多 一 X 也 可 看 作 是 
简单 组 《C5C 信 ), 7?) 的 投影 5( 完 ) > SC(X), 显然 有 
iz#C9( RY, G) = CX, G), 
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内 而 象 $ 3 那样 ,可 引入 以 下 
定义 6， 设 (各 , 六 是 一 简单 组 , 其 中 久 是 一 Hausdorf 空间 , 而 上 是 了 和 7 的 一 个 
指定 的 母 元 素 ， 设 X 一 和 /xz， 而 一 Proj (人 沈 , :)， 这 里 也 同时 看 作 是 Proj (SC 信 ), 2)， 
对 每 一 紧 奇 异 上 闭 链 xe CLX, G), 可 取 一 组 上 闭 链 六 € Cr?+t( 久 , G), 使 
#0 一 OU 一 ns 大半 0. 
这 样 的 一 个 序列 {&} 将 称 作 是 * 的 一 个 分 解 . 与 $3 同样 ,对 应 w 一 "wa 将 引出 同 态 
aK, :HX, G) ~—> Heit(X, Go)), 
它们 将 称 为 组 ( 完 ,?) 的 紧 Smith 同 态 . 
定义 7。， 设 ( 久 , T) 与 (XY,T) 是 具有 相同 变换 群 了 的 简单 组 ， 如 果 ? 是 空间 8 到 
空间 从 ' 的 一 个 连续 映 象 , 使 对 任意 *eT 有 产 一 闻 ， 则 了 将 称 为 《党 , 7) 到 (多 ,了 T) 的 一 
个 组 映 象 , 记 作 了 :《 钙 ,7T) 一 (和 ，7)， 记 这 些 组 的 投影 为 = 与 x', 而 模 空间 为 X = 人 /了 
与 X 二 久 /T, 则 这 样 的 一 个 组 映 象 } 将 导出 一 个 唯一 的 连续 映 象 fi:X 一 X', 使 一 x 
命题 3， 设 (X, 7) 与 (X', z) 者 是 简单 组 ， 其 中 :是 T 心 1 的 一 个 母 元 素 , 而 久 ， 
& 都 是 Hausdorff 空间 , 设 关 (名, t) 一 《 笔 ,z) 是 一 组 肌 象 ,导出 肌 象 为 f:X 一 X', 这 里 
X 一 X/t,X' 一 各 /zt 则 7 与 了 将 引出 同 态 
HO:HPRX, G) > HYAK', 41; G)， 
je :HER', £3 G) -> HEA(X, 1; G)， 
如 采 了 因而 f 都 是 正常 的 , 即 XX'( 或 X') 的 每 一 紧 子 集 在 了 (或 有 ) 下 的 逆 象 也 是 祷 ( 或 X) 
的 一 个 紧 子 集 , 则 了 也 将 引出 同 态 
fe: HE (YX', G) 一 五 (和 1; G), 
与 
:HX’, G0) ~ Hd xXx, GY, 
这 些 同 态 各 与 相应 的 Smith 辣 态 也 与 zY' 等 同 态 可 交换 ,特别 有 
ACK', £1) 一 A(X, 7), 
FALCK', 1) = A*(X, £). 

证 .这 由 以 下 这 些 事 实 容易 推出 : 了 将 自然 地 引出 一 仍 记 之 为 了 的 组 上 映 象 产 (SCX)， 
四 一 (SC), 9 再 者 , 如 果 ? 是 正常 的 , 则 ?了 也 将 自然 地 引出 紧 奇 异 上 链 复 形 间 的 同 态 
jC*CSCK), 1; G)—> C*CSCK), 1; G). 

命题 4 设 (%, 妃 是 一 简单 组 ,其 中 总 是 一 Hausdorff 空间 ,而 上 是 T 之 了 的 一 个 
指定 的 母 元 素 ， 设 这 是 先 的 一 个 开 集 ,满足 条 件 :这 二 了 , 因而 (Y, z) 也 是 一 个 简单 组 ， 
且 Y 一 了 /: 是 X == X/t 的 一 个 开 集 ,对 确定 的 同 态 ( 见 第 一 章 $1 定义 ) 

:HY, G)— HX, G) 
来 说 ,有 
Ht 一 1 
其 中 肥 与 + 是 组 (X, 4) 与 (了 ,的 紧 Smith 同 态 . 
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证 ， 这 由 定义 直接 得 出 ， 

附注 。 对 于 简单 组 (多, ?), 其 中 贸 只 要 牵涉 到 X = %/t 时 ,就 假定 是 Hausdorff 的 ， 
如 果 依 定义 3 一 7 来 引入 它 的 特殊 群 , Smith 同 态 以 及 组 映 象 等 , 则 $2,$ 3 中 所 发 展 了 的 
那些 结论 都 将 适用 于 此 处 , 这 些 命题 的 叙述 我 们 不 再 重复 , 但 在 下 下 将 引信 另 一 些 概念 ， 
它们 是 只 对 带 变换 群 的 空间 所 成 的 组 才 是 有 意义 的 . 

定义 8， 设 (和 ,了 T) 与 (X', T) 都 是 简单 组 ， 共 有 相同 的 变换 群 T, 两 个 组 映 象 关 : 
(XX, 了 ) >《X', T), i 一 0, 1, 将 称 作 是 组 同 伦 的 ,如 果 下 面 的 条 件 洪 足 : 记 (XX x T, T) 
”为 这 一 简单 组 ， 这 里 x(*, 4) = (zf, 4), x€E 久 与 4€7 任意 , I 是 单位 线段 [0, 1], 于 是 
有 一 组 映 象 :CX x 1, 7) 一 (XY, 了 7), 使 (x, 0) 二 JCX), F(x, 1) 二 有 (X), XEX 任 
意 ， 这 时 映 象 了 将 称 为 组 映 象 3 与 3 间 的 一 个 组 同 伦 ,并 将 采用 记号 恩人 守 关 :多 ,TT) 一 
《2% ,7T)， 显 然 为 , 疡 将 导出 相应 模 空 间 忆 一 名/T 与 X' 一 党 /7 间 互 相同 伦 的 映 象 力 全 
fli:X—>X", 

定义 9， 简单 组 (%，7T) 将 称 为 简单 组 (X ，7) 的 一 个 子 组 , 如 果 久 是 %X' 的 子 空 
间 , 且 对 每 一 +é T, : 在 党 中 的 变换 , 即 为 上 在 多 中 的 变换 在 党 上 的 限制 ,党 ,7) 的 子 
组 (X, 了 ) 将 称 为 (X', T) 的 组 伦 移 收缩 核 ,如 果 有 一 组 映 象 :(X%' x 1, 7) 一 (X', 7T) 
((% x 了, 了 了) 见 定义 8) 满足 下 面 的 条 件 ， 定义 二 :入 一 锋 为 CY) 二 CX’, 4), 4€1， 
x'€ 人 C', 则 加 是 恒 同 映 象 ,而 六 (Y)CEY, 且 对 任意 X11, 有 jC 完 ) 己 完 。 这 时 映 象 信 将 称 
为 (X', 了 ) 到 (多, 了 ) 的 一 个 组 伦 移 收缩 . 

定义 10。 设 (RR, T) 是 一 个 在 $1 定义 1 意义 下 的 简单 组 , 其 中 访 是 一 局 部 有 限 的 
单纯 复 形 ， 设 | 六 | = 入 是 由 点 缉 464; 所 成 的 空间 ,赋予 自然 拓扑 ,这 里 之 0, 一 1， 
而 其 中 只 有 有 限 多 个 与 天 一 单 形 诸 顶 点 闷 相当 的 入 基 0， 于 是 工 可 自然 地 作成 入 的 一 
个 变换 群 , 只 须 对 :ET 了 定义 式 忆 467) 为 也 Nz&i) 即 可 ,这 里 &, 是 站 的 顶点 ,而 D415;€ 
入， 这 样 (这 , 7) 将 成 一 简单 组 ,我 们 称 之 为 (六 , 了 ) 的 相关 组 . 设 关 (RR, T) 一 (KR', 了 ) 
是 在 $1 定义 4 意义 下 简单 组 间 的 组 映 象 ,其 中 尺 , KR’ 都 是 局 部 有 限 的 单纯 复 形 , 设 (X， 
T) 与 (%', 7) 是 它们 的 相关 组 ， 定 义 祈 :名 一 久 为 (D8) 一 如 47(41)， 这 里 
2 48&;€ 贸 如 前 ， 则 对 任意 zcT 有 和 一 t 祈 ， 故 久 是 一 组 映 象 FE:(X, 7) 一 (X',7)， 
我 们 将 称 之 为 了 的 相关 映 象 . 

附注 。 如 果 组 ( 靖 , T) 是 在 $1 定义 1 下 强 简 单 的 , 其 中 屁 是 局 部 有 限 的 单纯 复 形 ， 
则 天 二 六 /TT 依 $1 命 题 8 也 是 单纯 复 形 ， 这 时 相关 组 (各, T) (其 中 名 二 | 尺 |) 的 模 空 
间 X = 8&/T,， 易 见 与 模 复 形 天 的 空间 确定 地 拓扑 等 价 ,因而 在 今后 X 与 | 玉 | 将 恒 同 为 一 . 
再 者 , 如 果 产 ( 居 , T) 一 (KR', 7) 是 强 简单 组 间 的 组 映 象 , 这 里 民 , 六 都 是 局 部 有 限 的 单 
纯 复 形 ， 以 入 一 | 六 |,X' 一 | 全 | 为 其 空间 ， 而 关 :( 富 , T) -> (六 ', T) 是 7 的 相关 映 象 ， 
则 六 的 导出 映 象 F:X > X' 显然 也 与 7 的 导出 映 象 f:K 一 K' 相关 , 这 里 K = KR/T， 
K'=K/T, MmX= /T= |K|, X = /T= |K'|. 

下 面 诸 命题 ,可 遵循 着 与 通常 空间 的 同调 群 间 的 相应 命题 完全 相仿 的 道路 来 证 明 , 因 
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此 我 们 将 略 去 证 明 , 而 仅 把 结论 叙述 于 下 . 
命题 5， 设 (入, 7) 与 (XX',z) 都 是 简单 组 ， 其 中 tt 是 了 s 了 的 母 元 素 , 如 果 组 映 象 
,了 1.:《X, 二 《XX', 四 是 组 同 伦 的 , 则 有 
Ft = Fo :HOCK, 1; 6G) > HPC(X', 1; G), 
,= :HE (KX', t; G) — HX, t; G). 
如 果 罗 ,入 以 及 组 伦 移 各 :( 冠 x 1, !) 一 (Y',?) 都 是 正常 映 象 , 则 又 有 
fan 一 Fe HEX', t; G) —> He (KX, 1; G). 
命题 6。， 设 ( 久 ,/) 与 (%, 1) 都 是 简单 组 ，t 是 了 心 了 的 峡 元 素 , 而 半日 
《XX, 让 是 CX', 4) 的 一 个 组 伦 移 收 缩 核 , 则 恒 同 映 象 计 定 CX', 使 (X14) -> (XX ,1)， 
且 将 引出 同 构 


2: HP X, f: 0) ~ HEN’, ;G) 
与 
i ,HER', G) ~ HEAK, 1; G). 
如 果 入 是 8 的 闭 子 集 ， 且 实现 组 伦 移 收缩 的 映 象 刘 : (XX x 了?) 一 《六 ,7) 是 正常 的 ， 
则 又 有 


i :He (KX, 1; G) ~ 百 2( 和 ,二 G). 
命题 7， 设 (KR, 1) 是 一 强 简单 组 ， 其 中 : 是 T 心 1 的 母 元 素 , 而 尺 是 局 部 有 限 的 
单纯 复 形 。 设 ( 久 , 1) 是 它 的 相关 组 ， 这 里 这 二 | 天 | ,而 症 二 芝 /1 将 与 |K| 恒 间 为 一 ， 
K 一 |KK|/t. 于 是 有 确定 同 构 
EP HEAR, ts G) ~ HPCX, 1; G), 


:He YX, [a G) 入 kK, f; G ), 
上 
滞 


ie, :Ho (KR, 1; G) ~ HCR, 1; G). 

这 些 同 构 都 与 Smith 特殊 同 态 A4( 放 ,1), Fi4( 信 ,7) 等 可 交换 ,同样 ,确定 同 构 

ax :HAK, G) ~ HX, G) 
等 等 也 与 Smith 同 态 /4(K, 站 ix( 久 ,让 等 可 交换 ,特别 有 

GE ACN, £) = A*(K. 1). 

ak AL(KR, 1) = Ar(KR, 7). 
再 者 , 同 态 铝 ', oy 等 又 与 组 (K, 让 与 组 (XX, 的 同 态 却 px 等 可 交换 . 

附注 。 鉴于 $1 的 命题 ;--8， 以 上 诸 命 题 可 径直 推广 至 这 样 的 组 (党 , 7), 其 中 久 

是 一 可 痢 形 ， 具 有 剂 分 天 使 每 一 +€ T 引出 一 廊 到 和 白 身 的 胞 腔 映 象 ， 这 些 推广 了 的 命题 
提供 了 在 其 些 具体 情况 下 计算 Smith 上 类 与 Smith 指数 的 方法 , 参 网 下 一 的 $5, 


$5 实 全 


例 1， 设 X 是 任意 Hausdorff 空间 , 而 久 是 X 的 个 彼此 不 相遇 模型 X; 的 和 空间 ， 
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这 里 X; 在 w; 下 与 X 拓 扑 等 价 , i 二 1 2。 定义 一 变换 去 证 二 贸 为 (i) 一 oz)， 
rE Xi i 一 1 p(wpti 一 9)， 则 (RX 让 是 一 简单 组 , 1? = 1， 模 空间 /i, 将 确定 
地 拓扑 等 价 于 X， 而 投影 xz: 各 一 和 由 /Xi 三 wi 给 出 ， 对 这 个 组 有 

A"™(%, t=0, n> 0. 

例 2. 设备 是 2 十 1 维 欧 氏 空 间 R"t' 中 的 # 维 单位 球 ,而 本名 三 久 是 对 极 映 银 ， 电 
任 一 xxX 为 它 的 直径 相对 的 点 一 和 一 1(?). 于 是 (多, z) 是 一 简单 组 ,二 1。 模 空间 
X/t 一 XX 是 一 # 维 投影 空间 ， 已 知 (io 二 1 或 1,, 视 ;个 或 奇 而 定 ) 

HAX, Tn) 1 0<in, 
甚 母 元 素 设 为 VU'E Hi(X, 16,). 于 是 有 


A'(K,t) =U, 0<i<n, (1) 
特别 有 
一 00， nn 之 nn， 
A™(X, 7) (2) 
了 关 0，m 碾 妈 ， 
或 


I(X,t)=#+1. (2') 
证 .在 R"t! 中 取 寺 角 坐 标 系统 《x3,… ,xD), 则 区 有 一 胞 腔 剖 分 让 由 以 下 庄 
胞 腔 组 成 ， 
GXD 一 一 AD 一 rtD > 0， 
PAD x < 0, 
其 维 数 为 0 入 i 和 & 1), 取 适 当 定向 可 得 
384 = (—1)06 一 的 :十 (一 1 
而 中 的 * 所 引出 的 胞 腔 映 象 将 引出 一 链 上 遇 象 如 下 式 所 示 : 
有 
设 K 是 组 (K, 7 的 模 复 形 ,投影 为 r, 则 K 由 以 下 诸 胞 腔 


CO = nO = 6 


所 组 成 , 且 有 
z 1 一 奇数 ， 
00’ = 
20 一 ，17 一 偶数 ， 
于 是 上 是 投影 空间 X 的 一 个 胞 腔 训 分， 市 UV'€E HK《X, 16) 在 复 形 K 中 有 一 代表 上 闭 链 
ti fo， 0Zieyn, 
其 中 {o) 指 在 oi 取 值 1 的 上 链 , 记 组 (K, z) 的 反 投影 为 x, 并 考虑 上 链 
ti = {GF} ECR), 0&ien, 
可 风 
5 一 Uo 一 40) 二 民 的 单位 上 闭 链 ， 
65 一 stp, 
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其 中 5 二 1 十 (一 1)#, 而 
rT = iy 
因 之 
AR, it) = RKR, Dlr= UU, 
这 证 明了 (1). 
因 A 从 , 1) 作为 ii- 特殊 上 同调 类 含有 sim- 上 闭 链 党 和， 而 这 在 上 万 w 时 显然 不 能 
:上 同调 于 0, 故 有 


An(, | (2) 


7(X,t)=#+1. (2) | 
例 3， 设 ?是 一 奇 质数 ,9 一 (一 1)/2, 而 8 一 ew 又 设 C" 是 复 维 数 为 的 下 


空间 ,有 复 坐 标 系统 (z，……，zo)， 而 工 是 C* 中 的 22 一 1 维 单位 球 ,由 之 1 si 一 工 所 


定义 ， 这 里 这 是 复数 = 的 苍 ， 对 任意 与 ? 互 质 而 满足 lm; = 1 modz 的 整数 组 5，ma 
1 和 < 之 7， 

ii(g1s 7, Bn) > (ETl21, ENagn 
是 到 自身 上 的 一 个 保持 定向 的 拓扑 变换 ， 其 周期 是 p, 而 使 (这 , 六 成 一 简单 组 , 模 空 
间 工 一/: 是 一 2 一 1 维 的 可 定向 流 形 , 将 称 为 型 为 (11,-… ,1s) 的 透镜 空间 ,并 称 组 
(1z) 具有 型 (1,,…, 1,)， 于 是 有 


~ 一 0， 坟 全 2 一 1 
A™(L, 1) (3) 


站 0， m2n—1, 


或 
I ,2) = 22， (4¥ 
证 ， 试 考虑 上 的 子 集 [X]¥ (0 过 《过 24 一 1, 7 任意 ), 定 义 如 下 . 
12 和 十 1] 关 全 a zn E+ Dai 一 “二 #4 三 0， 
了 来 。 2 。 _ 
| 28] 关 :arg zit 一 的 1 一 一 0 
于 是 


p 
[Rl = IR 1] 


是 一 维 开 胞 腔 , 而 诸 胞 腔 [R];, 0 志和 24 一 1, 1 全 j < 上 ,构成 上 的 一 个 胞 腔 剖 分 ， 
所 有 这 些 胞 腔 都 可 给 以 自然 定向 , 特别 是 [2> 一 1]# 可 取 定 向 使 与 球 上 的 自然 定向 相 协 
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合 , 于 是 有 代数 关系 
8f2A 人 一 (24 一 1 十 … 士 [2 一 1 
O12k + 1], = [2k],r ~— [2k],. 
对 之 中 变换 上 所 引起 天 的 胞 腔 陨 象 , 则 有 
tial2k + 1]; = [2 + 1 litmer 
i#L2k]; = [2R]jrm.,, 
因而 
#2k + 11 一 [2k 十 1 


st 2k], = [2klin. 
记 组 〈 有 六, 7) 的 模 复 形 为 K， 它 的 投影 与 反 投影 为 < 与 z, 并 命 x[t1) 一 < 一 一 
rR], 一 [1,0 夺 硅 24 一 1， 则 诸 [ 相 ,0 二 《二 24 一 1 构成 透镜 空间 LL 的 一 个 胞 腔 
剖 分 ,而 122 一 1] 的 定向 与 流 形 工 的 自然 定向 切合 , 且 
Ol2k] = pl2* — 1|1, 
[2KA 士 1 一 0， 
”由 此 得 (za 王 或 1 视 i 为 偶 或 奇 而 定 》 
HL, Ln) ~ 1,, 
含有 上 闭 链 re)[ 引 } 的 上 类 UV' 为 它 的 一 个 母 元 素 ， 今 置 
一 1] 十 1 二 二 27 1 所 7 扫 ， 
Bap = (1) eR {2 — 11,}, 
Wx 《一 1 于 2k， 
而 如 前 置 5 = 1 十 1 十 … 十 1 或 1 一 t 视 i 为 偶数 或 奇数 而 定 , 则 有 
Bh 一 sR, 
zi 一 4[01} 二 工 的 单位 上 闭 链 ， 
a2 = C1) {2 EC—1)* :el U, 
元 二 一 【一 1 0 人 [2 一直 EC 一 
这 证 明了 世 寻 是 工 的 单位 上 闭 链 的 一 个 分 解 ,而 有 
4 从 一 《一 1 六 Dr 0<hEn, 
4( 了 ,人 站 一 《一 1 有 和， 0 委 4 一 2 
特别 可 得 (3)， 因 之 也 得 (4)， 同样 ，4*(Z, 或 4K(L, 各 舍 4d- 上 闭 链 sz 与 
二 上 闭 链 da 它们 在 效 或 于 一 1 委 22 一 1 时 ,都 不 能 4- 或 -上 同调 二 0， 因 之 又 
和 


一 0， 坟 全 2 一 ]， 
A™(L, 2) (3) 
了 0， 三 2x 一 1,， 
ITF, 2) = 27 (4) 
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例 4， 试 考虑 欧 氏 空间 R*"， 向 量 *e R" 的 长 度 将 记 为 1x|， 对 任意 质数 p, 命 $ 为 
R* 中 所 有 个 向 量 的 组 Cx,，*…, x) 所 成 的 空间 ,这 里 


p 


Dx = 1, 《5 ) 


于 是 $ 是 一 (p 一 1)w 一 1 维 的 球 , 且 
:Cx,, ”3 xp) 一 《x2， "**,s Tpy xz 《7》 
定义 了 5 到 自身 的 一 个 拓扑 变换 ,周期 为 p, 并 使 ($, z) 成 一 简单 组 ,对 此 组 有 
=0, m>{p—1)— 1, 


A™(S, | (8) 
0, m<<(p— 1)r—1, | 


或 
I($, 0) = (pC— Ln., (9) 
租 者 有 
=0,， >>(p—1)x—1, 
4m(S， | (8) 
天 0， 纹 委 人 一 1 一 1， 
或 
3 2) = 人 一 1)z。 《9 
证 . 先 没 p= 二 2， 则 (5) 与 (6) 变 为 
X Ys 
与 
Ix.|? = 1/4. 


内 而 可 视 作 R" 中 以 原点 为 中 心 、1/2 为 半径 的 球 ,而 : 为 了 的 对 极 变换 , 故 在 这 一 情形 
(8) 与 (9) 以 及 (5) 与 (3) 直接 自 例 2 得 出 . 
次 设 ? 是 一 奇 质数 , 置 g9 二 (一 1)/2 与 E 一 ec， 在 R* 中 选择 一 坐标 系统 (zx2， 
… xD 而 命 C" 为 一 复 维 数 为 = 的 西 空间 , 以 (zx 中，…, z”) 为 一 组 复 坐 标 系统 , 定 
义 一 映 象 f:R?" 一 Cn 如 fCxD, 本 Xx") -一 (zDD, * 5 ), 这 里 ge -一 x 对 任 一 点 
(xz XE SCxi;€ R") 命 


p 
对 一 Dein. Ks), OSi<p—1, (10) 
i 二 1 


则 zx 与 ao 为 6 中 的 共 忽 向 量 : 
pi — Bi 1 委 ! 委 9， 《117 


而 


pe-1 
pl#) 一 De lSIi<p. (12) 
一 


电 此 知 (6) 式 等 价 于 
z= 0, (13) 
从 (5),《11) 与 (12) 可 得 


@ 如一 】 p 
2 is 和 一 人 cs 一 六 Dr = p. 
i=1 f 二 1 7 一 1 
故 有 
a 
Dla? = 1, C14) 
i 二 1 


5 (15) 
p 


设 5$ 是 所 有 C" 中 4 个 向 量 组 (z,,-…, ze) (zi€ C") 所 成 的 空间 ， 这 里 zi 满足 (14)， 则 
5 在 下 述 变 换 


这 里 已 置 


Axis ”9 Xs) 一 《219 a) 
下 拓扑 等 价 于 全 ,其 中 z; 由 (10) 与 (15) 所 给 出 。 在 下 ,3 中 的 变换 :将 变 为 中 的 一 
个 变换 六, 由 下 式 给 出 


ft 一 Mb: (8 
今 在 积 空间 C”* 一 C” x .…- Xx C"(g 次 ) 中 取 一 坐标 系统 
《ziD， ee 0 
这 里 zs 一 (zs)EC" 则 可 见 C"4 中 的 单位 球 ， 而 〈s ,六 是 一 简单 组 , 其 


模 空 间 $Y: 是 一 型 为 
(人 
的 透镜 空间 ,其 中 
if 三 一 lmodp, 7 一 1， 9， 

而 每 一 盖 出 现 ” ,次 ， 由 例 3 即 得 本 情形 的 (8) 与 (9) 以 及 (8) 与 (9). 

例 5， 设 SW! 是 一 NN 一 1 维 球 ， 而 :是 将 SW"! 变 为 自身 的 一 个 周期 为 而 无 固定 
点 的 拓扑 变换 ,以 致 (S57!, #) 是 一 简单 组 ,于 是 

(a》 如 有 朵 了 是 奇数 , 则 NN 是 偶数 , 而 z 是 保持 定向 的 ， 

Cb) 如果 是 偶数 ,而 入 是 奇数 , 则 : 逆转 定向 ,和 如果? 是 偶数 , 而 N 是 偶数 , 则 : 保 
持 定 向 , 

证 设 2 是 FS 0 的 两 个 母 元 素 之 一 , 则 

> 一 E>N 1，5 一 士 1. (16) 

因 六 二 1, 故 有 (#2 二 一 因 之 坚 一 1， 另 一 面 由 于 :上 无 定点 ，: 
的 Lefschetz 数 是 
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LO =1+(—D le = 0, (17) 
(4) 与 (b) 即 由 此 两 关系 获得 , 
例 6， 设 5S! 是 一 和 N 一 1 维 球 , 这 里 N 1, 而 :是 $Y! 周期 为 p 且 无 固定 点 的 
拓扑 变换 , 则 有 
有 CS 之 站 8 


SS (18,) 
HISNT, £) ~ 7, (18;) 
HCSNT, A) = HIS DD = HUASNYHD = -7 = Hl (St) = 0, (18) 
Ha ys, 1) o~.1, (18,) 
Hiy(SMi, 1)=0,.rN, C18;) 
其 中 了 为 整数 群 ,14 为 模 及 整数 群 ,而 
， 一 和 N = 偶数 ， 
6，N 二 奇数， 
*， YY 一 偶数 ， 
2 


特别 在 p = 2 时 ， 
心 一 1 一 (一 Dr， 下 一 1 十 (一 Dvz。 
再 者 ,(18) 中 的 同 构 可 由 Smith 特殊 同 态 pi 来 实现 ， 
证 ， 由 $2 的 命题 3, 有 以 下 Smith-Richardson 正 合 序列 
Hes)(S™—, DHS = PAS, 人 D> > HCSN-) > 
Hi SN 1) > HN (8%, 站 一 HTSNT!) 一 
没 xz* 是 5"! 的 单位 上 闭 链 ， 在 它 的 所 有 点 上 都 取 值 1， 则 有 * 是 一 4- 上 闭 链 , 有 旦 产生 
RDCSNT1, 2) = ZC SM,2) os 1, Wm FRCS, = 0, 同 态 和: 有 (CS 一 天 
变 刀 的 通常 上 同调 类 为 好 xj， 这 里 {2"}4 为 含有 4d- 上 闭 链 z? 的 4- 上 同调 类， 
暂 设 入 > 2. 则 由 下 序列 的 正 合 性 : 
Hoa) > > Hy > Hy > = 0 
(Hts FH' 等 都 是 HipC5N7T1, 与 HSNYT) 的 简 省 ) 以 及 已 知 同 态 煤 得 Hl, 必 
由 下 序列 
DPI,(=0) > Hia) > 于 一 
的 正 合 性 得 His = 0, 最 后 ,由 序列 
Hr > Bey 名 将 -Et 
的 正 合 性 得 kz: 一 五 为 , 0 < < N 一 2 联合 这 一 些 即 得 (18). 一 (18); (其 中 (18) 
的 最 后 同 构 除外 ), 这 里 入 之 2 (N = 2 的 情形 是 显然 有 的 》. 
由 序列 HVA( 心 1) 一 Hs' 一 HX 二 0) 的 正 合 性 可 见 有 只 能 为 0， 或 了 或 基 一 
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之 1 的 了 4, 再 设 N 2, 并 考虑 正 合 序列 
1 这 Az 
Fr 一 0 一 FT —> HES —> HSA(LT) —> HEY > HE w=0). 
因 1 习 是 无 核 同 态 , 故 知 HY 只 能 为 茶 一 之 1 的 1 于 是 必须 有 2 一 0 由 此 得 wi 
ss 而 入 FAT ~ HY 心 了 ,这 证 明了 N > 2 时 的 (182 与 (18). 今 
设 广 一 2, 而 芳 虑 正 合 序列 
HOLT > HD) 2 Hl > CT) i Hy > His(—0). 
Hi, 包含 一 子 群 = BR/ 嫉 一 1,, 政 只 能 为 某 一 之 1 的, 与 前 同样 可 得 好 一 0 
与 戏 :下 一 玫 osT， 瑟 0 下 /人 Bo 心 1,， 这 又 证 明了 NN 一 2 时 的 (18) 与 (18)， 
因 (18;) 是 显然 的 , 故 命题 已 完全 征明， 
注 1， 由 证 明 可 看 出 
1 = A HMOSNT) ~ Hg dS DD) a1. 
因此 ， 如 果 5S”! 具有 定向 ， 并 以 7! 表 与 此 定向 相当 的 有 (8S 的 母 元 素 ， 则 
(DN) 为 妃 2CS 2) 的 一 个 确定 的 母 元 素 , 在 Sx-: 改变 定向 时 ， 这 一 母 元 素 改变 
符号 . 
注 2， 例 :2 与 例 3 的 结果 也 可 从 本 例 推出 , 因 之 它们 的 证 明 可 如 免 使 用 胞 腔 齐 分 .但 
应 用 胞 腑 剖 分 也 有 一 有 利之 处 ， 即 它 可 给 出 Smith 上 类 的 一 些 具体 的 代表 上 闭 链 ,， 因 之 
也 给 出 了 这 些 上 类 的 “几何 实现 ”. . 
例 7， 设 名 是 4 维 球 5* 的 单位 切 向 量 所 成 的 流 形 , 而 1: 完 > 完 是 这 样 的 一 个 变换 ， 
它 把 在 5* 某 一 点 的 单位 切 向 量 , 变 为 在 同一 点 的 反 向 单位 切 向 量 , 于 是 = 1, 而 (X, 人 
是 一 简单 组 ， 对 此 有 
并 下 n 一 奇数 ， 
I(%, 1) = (19) 
# 十 1，、w 二 侦 数 , 
证 ， 首 先 注意 组 ( 久 ,s) 的 模 空间 X = 灸 /:、 即 5+ 上 所 有 无 定向 线性 元 素 所 成 的 空 
间 , 它 的 同调 群 已 由 江 泽 涵 2 所 完全 定 出 : 
Fu(X) ~ HC(X) ~ 1, 
2 为 奇数 时 : 1H,CX) D7 二 1 3 一 2 十 1 十 3 2 一 2，(20) 
H,(X) 一 0, 其 他 情形 ， 
HAX) ~ 已 人 (人 X) ~ I, 


H,~(X) 次 74， 

n 为 偶数 时 : (21» 
HAXY ,r=1, 3 7 一 330 十 1 十 3 ,22 一 3， 
万 (X) = 一 0, 其 他 异形， 

试 先 考虑 2 == 奇数 这 一 情形 . 

这 时 在 5* 上 有 一 连续 向 量 场 ， 在 每 一 点 x€ 8* 处 有 一 单位 切 向 量 v,. 设 了 为 名 的 
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子 空间 ,由 一 切切 向 量 wv; 以 及 一 v 二 tv， x+€ 5" 所 组 成 , 而 Y 为 X 的 子 空间 ,由 v: 所 定 
一 切 无 定向 线性 切 案 所 组 成 , 记 ? (或 站 为 了 在 各 (或 Y 在 X 中 ) 的 恒 同 映 象 , 则 i(Y， 
#) 习 ( 久 ,为 一 组 映 象 ,其 导出 映 象 即 为 i, 由 例 1, 有 4r(y，, 间 一 0, 和 2 二 0. 因 之 ,六 
ibY 的 模 2 下 同调 群 的 # 维 母 元 素 为 [Y1, 则 有 

A(KC,E) iY] = A"C, A) [YY1 = A"(Y, 1):1Y|= 0, 


或 
A"(K, 4) :ilY1 = 0. (22) 
但 i[Y 了 1 为 H,(X, 了) 心 了 的 母 元 素 , 故 从 (22) 得 
A"(%, t) = 0, (23) 


另 一 面 , 试 考 虑 总 的 子 室 间 5,, 由 在 同一 点 0€ 5 的 一 切 单位 切 向 量 所 组 成 , 以 及 X 的 子 
空间 %， 由 在 0€ 5* 的 一 切 无 定向 线性 切 素 所 组 成 ， 记 于 SoCX， 关 SCX 为 相应 的 包含 
映 象 ,; 则 (C56, 1) 一 (X, 四) 为 一 组 映 象 ， 而 其 导出 映 象 即 为 i， 今 5 可 视 为 一 a 一 1 维 
球 , + 为 其 对 极 映 家 ， 而 So 二 So/ 为 一 ?一 工 维 投影 空间 , 故 由 例 2 有 
4om1(S 1) #0, 
即 
A471( 侈 ,1) 关 0， 
于 是 更 应 有 
Lo 党 1) 0, 
联合 (237 , 即 得 在 为 奇数 时 关于 (多 ,7#) 的 (19) 一 式 ， 
今 考 虑 4 为 偶数 这 一 情形 ,此 时 在 5* 上 有 一 切 向 量 场 , 以 0€ 8" 为 唯一 奇 点 ,因而 在 
每 ~x 关 0 的 xe 5", 有 一 唯一 的 单位 切 向 量 v.。 命 为 禄 的 子 空间 ,由 所 有 vx, 一 v: 一 
zx xyE 5" x 到 0 以 及 在 0€ s* 的 所 有 单位 切 向 量 所 组 成 ,又 命 Y 为 X 的 子 空间 ,由 YY 
中 切 向 量 所 定 的 一 切 无 定向 线性 切 素 所 组 成 ， 记 Y，Y 在 袍 ，X 中 的 恒 同 上 映 象 为 i i， 则 
1:(YY,z) 一 《 久 , 1) 为 一 组 映 象 , 而 以 ;为 其 导 来 映 象 ， 今 命 生 是 立 的 子 空间 , 由 在 0 
一 切 单位 切身 量 所 组 成 , 而 Z 是 了 的 子 空间 , 由 在 0 的 一 切 无 定向 线性 切 素 所 组 成 ， 
则 了, 2, Y，Z 各 为 一 些 奇 异 下 链 的 负载 , 仍 以 了 等 记 之 , 于 是 命 名 为 由 一 切 vs，xe 5"， 
x 到 0 以 及 在 0 的 一 切 单位 切 向 量 所 负载 的 奇异 下 链 时 , 应 有 
6Y, =22, OY = 42, 
_ n | (24) 
raYo = Y, x#Z = 22, 
其 中 天 各 一 人 是 组 ( 先 ,， 的 投影 . 因 Z 是 一 奇数 一 1 维 的 投影 空间 ,而 是 一 覆盖 2 
的 # 一 1 维 球 ,以 7 为 覆盖 投影 故 可 找到 2 的 一 组 子 空间 ,各 代表 模 4 奇异 下 链 2 与 
Zis 以 4 一 i 为 维 数 ,1 专 i 志 4, 使 2, 为 由 2 中 唯一 一 点 所 代表 0 维 下 闭 链 的 2 倍 , 而 
有 
的 a 
OZi= yp#Litts 1 in (mod 4), 
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其 中 一 1 十 1 一 s, 或 1 一 := 4, 视 i 为 偶数 或 奇数 而 定 ( 参 阅 例 2), 由 (24) 与 (25) 
可 知 ,对 含有 模 4 奇异 下 闭 链 Y 的 奇异 下 同调 类 [Y]e H,CY, 7) 有 
ua(¥,t):[Y]= [2,] #0 mod4, 
这 里 12。] 为 Y 中 含有 一 点 ,但 计算 两 次 的 奇异 下 闭 链 的 模 4 下 同调 关 , 对 侦 说 来 ,由 $3 
命题 8, 即 得 ， 
AY, = (YF, 2 ly 0. (26) 
今 记 ? 与 i 为 包含 觅 象 C 钙 ,YCX, 则 7;(, z) 一 (名, 为 一 组 映 象 ， 而 (26) 给 出 
i*A(KX, 1) = A"(Y, 1) A 0, 
于 是 更 应 有 
A"(%, zt) #0. (27) 
今 视 5"(n 一 偶数 ) 为 一 > 十 1 维 球 5"+! 的 赤道 球面 ， 并 命 锐 , X' 各 为 S+ 上 所 有 
单位 切 向 量 与 无 定向 线性 切 素 所 组 成 的 子 空间 , 孝 虑 便 同 映 象 ) : XCX 和 》 : %C 和 ,并 
应 用 # 十 1 等 于 奇数 时 的 (19) 一 式 , 即 得 
AtH(R, = FAR', 1) 一 0， 
与 (27) 联 合 , 即 得 ”= 侦 数 时 关于 1 (&,。 六 的 (19) 一 式 的 证 明 . 
例 8， 设 8 是 一 x 维 球 ， 而 0(x, y) 是 两 点 r, ye 8 间 的 角 距 离 ， 对 任意 > 0 与 
二 命 总 .为 拓扑 积 5" X S" 的 子 空间 ,由 全 部 点 (x, y) 所 组 成 , 这 里 x, ye 9 ,而 6Cx， 
y) 一 wa。 命 二 为 台中 的 变换 , 变 (z*, y) 为 (y, x), 于 是 ( 久 。, 志 ) 是 一 简单 组 ,对 此 有 
2， ”二 奇数 ， 
2 十 1，272 一 偶数， 
证 ， 设 对 (*,， 力 E 入 xz， ye 5S”, 命 clx,)) 为 5* 上 过 x*,y 大 圆 的 小 驱 的 中 点 ， 并 
命 vx,)) 为 5 在 cx, 的 单位 切 向 量 , 沿 * 至 y 的 方向 与 小 驱 相 切 , 于 是 x, y) 一 
vx, y) 定义 了 一 个 组 映 象 天 ( 完 ，，) 一 (党 , 四。 这 里 (党 ,为 与 例 7 中 者 相同 ， 显然 
7 和 = 入 是 一 拓扑 变换 ， 而 作为 组 映 象 } 的 导出 觅 象 了 也 是 相应 模 空 间 的 一 个 拓扑 变 
换 , 因 之 结论 (28) 直 接 从 (19) 得 出 . 


1(X,, 加) 一 | 
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第 三 章 
研究 嵌入 、 温 入 与 同 痕 的 一 个 一 般 方法 
$1 基本 概念 


定义 1 一 个 拓扑 空间 X， 将 称 作 是 可 实现 (或 可 能 人 ) 于 另 一 拓扑 空间 Y 中 的 ， 如 
采 有 一 X 到 Y 中 的 拓扑 映 象 f 存在 ,这 时 映 象 f 将 称 为 是 X 到 Y 中 的 一 个 实现 (或 幅 入 )， 

定义 2. 一 个 拓扑 空间 X 将 称 作 是 可 局 部 实现 (或 可 混入 ) 于 另 一 拓扑 空间 Y 中 ， 如 
米 XX 有 一 开 覆 盖 {U;} , 又 有 一 鲜 到 Y 中 的 连续 映 象 f, 使 f 在 每 一 U; 上 的 限制 是 一 拓扑 
映 象 ,这 时 映 象 4 将 称 为 是 X 到 Y 中 的 一 个 局 部 实现 (或 混入 )， 

记号 : 

fiXCY (或 万 XcY) 意 指 f 是 X 到 Y 中 的 一 个 实现 (或 局 部 实现 ). 

XCY (或 XCY) 意 指 X 可 实现 (或 可 局 部 实现 ) 于 y 中 . 

XCY 《或 XY) 意 指 和 不 能 实现 (或 局 部 实现 ) 于 了 中 。. 

例 : 

1° 设 X 是 7 的 子 空间 , 则 X 到 YY 中 的 恒 同 映 象 是 一 X 到 Y 中 的 实现 ， 

2” 任 一 空间 和 到 空间 了 Y 中 的 实现 ,也 是 X 到 YY 中 的 一 个 局 部 实现 ， 

3” 设 X 是 空间 Y 的 一 个 履 挝 空间 , 以 f: X 一 了 为 覆 迭 喘 象 , 则 了 是 和 到 Y 中 的 一 
个 局 部 实现 . 

4” 设 5 是 复数 z 所 成 的 Gaus 平面 P 上 的 一 个 单位 贺 |z| = 1， 则 对 任意 整数 ”， 
1(z) 一 a* 是 C 到 了 中 (也 是 C 到 CC 中) 的 一 个 局 部 实现 . 

5” 设 C 是 复 投影 平面 P 中 的 一 个 代数 曲线 ,而 M 是 C 的 Riemann 面 ， 把 M 看 作 是 
C 的 所 有 位 《place) 所 成 的 空间 ,而 设 1:M 一 CCP 是 把 C 的 位 映 成 它 的 中 心 的 映 象 , 则 

f 是 M 到 P 中 (也 是 M 到 Cc 中 ) 的 一 个 局 部 实现 ， 

6” 设 f 映 半 开 线段 10, 1) 到 平面 中 ,使 其 象 成 一 形 如 数字 6 的 图 形 , 则 f 是 一 局 部 
实现 但 非 实 现 ,虽然 它 是 一 对 一 的 ， 

问题 1 已 给 空间 X 与 Y, 试 求 和 可 实现 或 局 部 实现 于 Y 中 的 条 件 . 

在 实际 上 , 几何 学 中 所 考虑 的 具有 中 心意 义 的 图 象 , 例如 代数 条 与 微分 流 形 之 类 ,都 
是 比较 简单 的 空间 ,例如 欧 氏 空间 或 投影 空间 的 子 空间 ,而 且 尽 管 各 种 空间 可 由 于 种 种 个 
别 的 装 虑 而 出 现 ， 在 几何 与 拓扑 中 占据 中 心 位 置 的 仍 是 那些 可 作为 欧 氏 空间 子 空间 的 那 
些 空间 ,或 者 应 用 我 们 的 词汇 来 说 , 正 是 那些 可 以 实现 在 某 一 适当 维 数 的 欧 氏 空间 中 的 空 
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间 , 举 例 来 说 , 我 们 可 以 所 到 著名 的 Menger-Nébeling 定理 : 任 一 7 维 的 紧 致 统 可 实现 于 
24 十 工 维 的 欧 氏 空间 中 

因 之 欧 氏 空间 力 是 在 几何 与 拓扑 中 有 意义 的 大 部 分 ， 即 使 不 能 说 是 全 部 空间 的 一 个 
“大 熔炉 ”， 问题 1 中 的 空间 Y 如 果 限制 为 一 个 欧 氏 空间 ,也 将 因此 而 赋 有 特殊 的 意义 ,为 
此 我 们 重 述 

问题 2， 已 给 空间 X， 试 求 X 可 实现 或 可 局 部 实现 于 其 一 给 定 维 数 N 的 欧 氏 空间 中 
的 条 件 . 

问题 1 或 2 的 完全 的 解答 ,实质 上 等 于 是 给 出 已 设 空间 了 ,特别 是 一 已 设 欧 氏 空间 中 
所 有 可 能 的 子 空间 的 一 个 全 貌 ,这 样 的 目标 自然 是 无 法 达到 的 , 事实 上 , 我 们 的 研究 也 是 
很 粗浅 的 , 它 只 在 于 给 出 这 些 问 题 的 解答 的 一 个 初始 步 又 而 已 , 详 言 之 , 在 于 给 出 空间 可 
以 实现 或 局 部 实现 于 一 欧 氏 空间 中 的 必要 条 件 ， 而 这 些 条 件 在 某 些 极端 情况 又 恰好 是 充 
分 的 ,只 须 对 空间 加 以 合情合理 的 某 些 限 制 , 例 如 限制 为 可 剖 形 或 流 形 之 类 ， 

为 叙述 我 们 从 事 这 些 癌 题 的 方法 ， 试 先 回忆 一 下 在 第 一 章 中 就 已 提 到 的 某 些 定义 与 
符号 . 

下 面 命 ? 表 一 质数 ， 并 设 所 有 空间 除非 另 有 声明 都 是 Hausdorff 的 , 对 任意 空间 X， 
入 , 是 和 对 自身 的 乡 重 拓扑 积 , gx :和 一 多 是 对 角 上 映 象 ,而 心 :党 > 多, 是 由 下 式 

tx CKis xp) = x7, 3s os tps Xi) XE RX, (1) 
定义 在 %, 中 的 巡 明 变换 ,入 。 对 zx 的 模 空 间 是 Xx 的 ? 重 巡 角 积 六,, 相应 投影 是 xx, 而 对 
角 映 象 是 dx 二 xxdx:X 一 XX,， 空 间 祷 , 一 4xX 前 已 称 为 X 的 去 核 ? 重 积 ， 并 记 作 多 }， 
由 于 是 质数 , 且 X 是 Hausdorff 空间 , 故 (只 ,tx) 是 一 依 第 二 章 $4 意义 下 的 简单 组 ， 
且 模 空间 X$/ix 一 X#$ 也 是 Hausdorff 空间 ,与 X, 一 dxX 确定 地 拓扑 等 价 ， 因 而 二 者 将 
从 此 恒 同 为 一 ,并 称 为 和 的 去 核 重 巡 过 积 . 

我 们 的 方法 基于 下 面 这 一 观察 :如 果 X 可 实现 在 Y 中 ， 且 1:XCY 是 这 样 的 一 个 实 
现 ， 则 由 于 f 是 拓扑 映 象 ， 由 所 引出 ,并 由 Cx ……, xp) 一 (f(x,)，…, f(xp)) 所 
定义 的 映 象 j，: 久 , 一 >, 将 具有 性 质 关 (对) CC 个 ， 且 户 与 六 及 才 可 交换 ， 即 地 ,一 
jtx， 应 用 第 二 章 的 词汇 , f 引起 了 对 每 一 质数 了 的 一 个 组 映 象 

Po: (R$, tx) > (YF, 1y). (2) 
关于 X 可 实现 于 Y 中 的 一 些 必 要 条 件 , 即 可 应 用 第 二 章 中 所 发 展 了 的 P. A. Smith 的 理论 
来 得 出 ,同样 的 方法 也 可 用 之 于 空间 的 局 部 实现 问题 ， 虽 然 要 比较 复杂 一 些 ， 为 了 把 这 
一 意图 付 诸 实 施 ,将 先 引 人 一 些 概 念 如 下 : 

定义 3， 简单 组 ( 伏 }, tx) 的 Smith 上 类 (或 特殊 Smith 上 类 ) 44 多 ， 1x) €E HKCX*， 
100) (或 4 全 zx) € Hea 全 , zx)) 将 称 为 X 的 8, 类 (或 ,类 ), 并 将 记 作 OCX) (或 
$CX)), 即 

DX) 一 ALKCKE, 11), (3) 
《或 
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BAX) 一 ArCKE ,7 
定义 4， 对 名 ,中 对 角形 4xX 的 任 一 邻 域 也 0 一 4xX 一 将 称 为 X 在 部 中 的 一 
个 去 核 邻 域 ,这 个 去 核 邻 域 将 称 作 是 不 变 的 ,如 果 tx 了 = 也 。 对 任 一 去 核 不 变 邻 域 六 组 
CDU*, tx) 是 简单 的 ,而 U* 一 D*/zx 将 称 为 X 在 X 中 的 一 个 巡 明 去 核 邻 域 . 
定义 5。 对 任意 系数 群 C, 当 VU* 跑 过 和 在 X, 中 的 所 有 巡 包 去 核 邻 域 时 , 群 HK((U*， 
G) 以 及 由 包含 映 象 V*CU* 所 引起 的 同 态 潜 : HACU*, G) > HACV*,G) 构成 一 群 的 直 
向 系统 ， 它 的 极限 群 Lim {HtCU*, G), i 如 } 将 记 作 HACX¥/XX,G), 而 极限 同 态 HCU*， 
0G) 一 HKCX$/X, G) 将 记 作 jv*， 特 别 , 若 视 X$ 为 一 Xx 的 巡 包 去 核 邻 域 , 则 有 同 态 
六 一 HCXE, G) -> HACXE/X, 6G). (4) 
如 果 C 是 一 个 环 , 则 因 每 一 ) 喀 是 H*CU*, G) 到 HH*CV*, G) 的 一 个 环 同 态 , 故 直 和 
H*(XE/X, G) = 3 HACX*/XR, G) 
也 成 一 环 , 且 每 一 jv* 是 一 环 同 态 . 
定义 6。 对 于 每 一 对 有 PF*CO* 关系 的 X 在 完 , 中 的 不 变 去 核 邻 域 ， 包 含 映 象 了 * 己 
5 必 与 tx 可 交换 , 因 之 而 引出 特殊 上 同调 群 间 的 同 态 
jr: He CU*, tx; G) > Hi CV*, tx; G6). 


于 是 组 {H&MXD*, tx; G), ) 萨 ,() 构成 一 直 向 系统 , 它 的 极限 群 将 记 作 


Lim {HE CD*, tx: G), 种 = HE RE/X, tx; G)， (5) 
而 极限 同 态 记 作 

ji, EUY, zx; G) 一 HE CRE/X, sx; CY. . 《6) 
特别 有 同 态 

7) 一 ju He) R$, tx; G) > He CRE/X, tx; G). (7) 


附注 ， 当 D* 跑 过 X 在 你 中 的 所 有 不 变 去 核 邻 域 时 ， 诸 群 HACD*, G) 以 及 由 包含 
映 象 PV*CD* 所 引起 的 同 态 你 :EECzs，G) 一 HK 了 *,G) 将 构成 一 直 向 系统 。 它 的 极 
限 群 将 记 作 RH( 邓 /X，G)， 而 极限 同 态 记 作 

18*: :HCD*, G) — HCY* /X, G). 

定义 7 对 任 一 对 和 在 台中 的 不 变 去 核 邻 域名 * ,站 这 里 多 CD*, 命 U* = 0D*/tx， 
V* 一 /ix 则 包含 映 象 CD* 与 zx 的 可 交换 性 蕴含 了 j 浓 ,aA*CD*, zx) 一 全 ( 伞 ， 
x) 与 必 AXCD*, px) 一 4XC 多 *， tx)， 因 之 类 ? A*CD*, px) E BUY Tb) (或 全 (人 xx) 

€E HCD*, zx)) 在 HKCX$/X, Fo) (或 H&w( 头 :/X, tx)) 中 有 相同 的 极限 , 它们 将 称 为 
XxX 的 加, 类 (或 音 , 类 ) 并 将 记 作 WX) (或 就 (X)), 同样 ，Smith 同 态 (或 特殊 Smith 同 
态 ) 

uCD*, x): HU*, G) -> Heth(U*, Go)) 

(或 及 CD*, x) :HED*, tx; G) 一 HENCD*， zx; G)) 与 间 态 浴 (或 浴 ,w) 可 交换 ， 


1) 与 第 二 章 相 同 , 1 指 整数 群 ,而 Guo 二 G 或 6G/pG, 视 & 为 偶 或 奇 而 定 ， 


因而 将 在 极限 群 则 引出 同 态 记 作 
(CRE/X, 1x) :HCXE/X, G) 一 Hr XE/X, Gop), (87 
(或 护 (RF/X, tix): HCYE/X, tx; G) -一 TCR tx; G)， (8) 
定义 8， 使 D72(X) = 一 0 (或 和 9(X) 二 0, V2(X) 一 0, Ox(X) 一 0) 的 最 小 素数 x, 如 
果 存 在 将 称 为 空间 X 的 %, 或 1 指数 (以 及 5$, 或 了, 指数 ,或 J 指数 ,省 或), 指 
数 ), 并 将 记 作 了 ,CX) (或 7,CX), J,(X), J,(X))， 同 样 也 定义 X 的 约 化 @, 与 于, 指数 为 
使 1,87(X) 一 0 或 8 X) = 0 的 最 小 整数 xa《 如 果 存 在 的 话 ), 如 果 这 样 的 整数 2 不 存 
在 , 则 将 置 I,(X) 一 oo (或 2(X) = oo J,(X) 一 co jp(X) 二 00). 
在 以 (XX), WCX), 等 等 之 | 辣 , 除了 在 第 二 章 中 已 指出 从 Smith 类 一 般 理论 所 得 出 的 
那些 关系 ,例如 
PHCRXIUDIX) 一 DX), (9) 
YCXIU TICKR) 一 VYCX), (10) 
等 等 ,我 们 还 可 提出 下 面 这 一 极为 显然 的 定理 ; 
定理 1.。 Hausdorff 空间 的 $B, 类 与 下, 类 之 间 有 关系 


1 DAKX) 一 WECKX), (11) 
这 里 产 如 定义 5 中 那 种 意义 .由 此 得 
JX) STN). (12) 


对 名 , 类 , 赣 , 类 以 及 其 指数 间 也 有 类 似 关 系 . 
应 用 象 上 面 所 描述 的 那 种 方法 , 即 可 得 以 下 有 关 空 间 实 现 与 局 部 实现 的 两 个 定理 ,这 
些 定 理 , 尽 管 它们 的 证 明 是 完全 不 足 道 的 , 但 却 在 本 书 中 起 着 中 心 的 作用 , 而 可 看 作 是 我 
们 全 部 理论 的 基本 定理 ， 
定理 2， 如 果 一 个 Hausdorff 空间 XX 可 在 男 一 Hausdorff 空间 中 实现 ， 则 对 任 一 质 
数 p, 有 
T,X) < TY,CY), 
| (13) 
TAX) < TY). 
证 . 设 拓 XCY 是 X 到 Y 中 的 一 个 实现 ， 象 早已 指出 的 那样 ，f 了 将 引出 一 映 象 f,: 
从 > 之， 定义 如 fx， xp) 一 《fx ) ,人 xp)), 使 J: CR tx) 一 (六, ty) 成 
一 组 映 象 ,于 是 从 第 二 章 $4 的 命题 3 立 得 本 定理 . 
定理 3。 如 果 Hausdorff 空间 X 可 局 部 实现 于 Hausdorff 空间 Y 中 ， 则 对 任意 质数 
p 有 
J,X) < Jj(Y), | 
C14) 
J,CX) SICY),. 
证 . 设 {D0,} 是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 而 1:X 一 了 是 一 连续 映 象 , 它 在 每 一 U; 上 的 限制 
者 是 一 个 拓扑 映 象 ， 命 0* 是 在 各 ,中 的 这 样 一 个 不 变 去 核 邻 域 ， 虫 所 有 点 (x,，……- 
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xp)e 信 # 所 组 成 ,而 诸 x,,*……, x。 都 位 于 对 某 指数 ;而 言 的 同一 Vi 中 ,于 是 1, 由 于 在 每 
一 U; 上 是 拓扑 映 象 ,将 引出 一 上 映 象 j, 一 字 :D* 一 > 他 ， 定 义 如 各 (zxrp) 一 (f(x,)， 
… xp)). 今 设 守 Y(Y) 一 0 (或 到 (7) = 0), 则 将 有 Y 在 ,中 的 不 变 去 该 邻 域 多 *， 
使 AN(*, oa) 一 0( 或 4N(P*, 4) 一 0). 置 玉 * 一 -PP*), 则 信 * 显然 是 X 在 和 ,中 
的 一 个 不 变 去 核 邻 域 , 因 (By*)CP* 日 和 各 一 ix, 故 有 AN(W*, 1x) 一 ANCP*， 
好 ) 一 0 (或 4M( 访 :tr) 一 PF*AN( 了 *, zy) 一 0 这 里 F 是 各 所 导出 的 映 象 )， 于 是 趋 于 
极限 ， 即 得 浆 (X) 一 障 *,can) LT( 卫 + 1x) 一 0 (或 W(X) 一 访 *4M 刻 *，txr) 一 0， 这 里 
W* 一 廊 */tx)、 这 证 明了 (14). 
为 了 要 从 上 面 的 一 般 定 理 导 出 一 个 空间 可 实现 或 局 部 实现 于 一 个 NN 维 欧 氏 空 间 Ry 
中 的 条 件 ,必须 先 研 究 简单 组 (CR* 冯 , tw)， 其 中 tw 一 trN， 为 此 试 考虑 (R*), 一 RY X 
… X RN(p 次 ) 中 的 子 空间 了 ,,w， 由 所 有 R* 中 个 向 量 所 成 的 组 (x,,-……, xp) 构成 ， 


p p 
这 里 RN 而 这 x 一 0, 1wl? 一 1， 其 中 |x| 表 R* 中 一 个 向 量 z 的 长 度 , 于 是 显 


然 上 ynC(CRN) 是 一 (p 一 1) NN 一 1 维 球 , 而 tw 也 是 上 ,ww 到 它 自 身 的 一 个 拓扑 变换 ,至 
使 (上 sw, tw) 成 为 (CRN 六 ,tw) 的 一 个 子 简单 组 ,不 但 如 此 ,我 们 还 有 

命题 1， (上 ,wy, ty) 是 组 (CERN 六 ,ty) 的 一 个 组 伦 移 收缩 核 . 

证 ， 视 积 空间 RY X .…. X RN(p 次 ) 为 一 pN 维 欧 氏 空间 Ri ， 而 以 0 为 其 原点 ， 
Ax 为 其 对 角形 ,由 下 方程 组 

Ti x, "+, rp) € RIV 

所 确定 。 对 任 一 点 x€ AN, 命 P; 为 Ra 中 过 点 x 而 完全 垂直 于 线性 子 空间 A* 的 (p 一 
1) N 维 线性 子 空间 。 设 588-9N"!1 是 P; 中 以 x 为 中 心 的 单位 球 ， 而 U 是 所 有 这 些 球 
S29 0 x € A* 的 并 集 ， 显然 对 每 一 +E A* 有 (S328)CS8-DN71, 目 (S48-DN-1, tr) 
与 (0, tw) 都 是 组 CCRN 六 ,tw) 的 子 组 , 易 见 组 (54-2 ty) 与 组 (ws ty) 完全 重合 . 


闵 设 任 一 点 = 一 (za mm)6 So 这 里 zi€ RY, 于 是 有 了 jx]? 一 1， 且 对 任意 


反 》 一 (ec,'…*',e)E€ AN, 这 里 e€ RN, 有 数 积 x*y 一 0。 出 此 得 x 十.… 十 x, 二 0, 因 
而 *E ww。 其 逆 也 同样 成 立 ， 因 而 上 yw 一 S89, 而 两 组 (Vpows fy) (S41 py》 
相 重 合 . 

对 任意 点 +E (RRN)# 命 x(x) 为 zx 在 线性 子 空间 Ar 上 的 正 交 投影 。 命 g(x) 为 从 
x(x) 到 = 的 半 射 线 与 8%! 的 交点 ,线性 地 将 每 一 点 * 沿 自 x 至 g(x) 的 线段 上 伦 移 ， 
即 见 组 (0, tw) 是 ((K* 六 ,zy) 的 一 个 组 伦 移 收缩 核 . 

今 在 对 应 y 一 y 一 + 之 下 ,这 里 y€ Srox- 而 x 二 x(y), 可 见 所 有 球 S2-5x-: 都 拓 
扑 等 价 于 S87DNT!。 今 对 所 有 x€ Ax 将 任 一 点 ye S8-DN71 沿 y 至 y 一 x€ 80! 的 线 
眉 线 性 地 伦 黎 ， 于 是 这 显然 给 出 了 一 个 (0D, zw) 到 (Sf? tw) 的 组 伦 移 收缩 , 因而 后 
考 是 前 者 的 一 个 组 伦 移 收缩 核 ， 联 合 前 面 两 个 伦 移 , 即 知 (S8-9x-:， zw) 亦 凤 (全 yw, it) 
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力 是 (CRN 六 ,tn) 的 一 个 组 伦 移 收缩 核 , 如 所 欲 证 . 

命题 2， 在 X 一 RV 时 ,由 (7) 式 所 给 出 的 确定 同 态 共 ) 都 是 同 构 , 即 

No HR CCRN)Y, ty; G) ~ HE CCRN)E /RN, ty; G). (15) 

证 , 试 考 一 特别 形状 的 R* 在 (RV), 中 的 不 变 去 核 邻 域 如 此 ， 应 用 命题 1 证 明 中 的 
符号 , 并 设 e(x), x A* 是 任 一 Ax 上 的 正 值 连续 函数 . 命 总 为 RN 中 到 A* 中 的 有 
矢 直 距离 > 0 上 是 < 2s(x) 的 所 有 那些 点 的 集合 。 显然 当 s 取 所 有 这 种 函数 时 , 邻 域 U2 
所 成 的 组 在 Rw 在 〈Rw)# 的 所 有 不 变 去 核 邻 域 组 中 是 同 尾 的 .因而 在 确定 特殊 群 
CCRS)¥/ RYN, tw) 时 ， 只 须 若 碟 这 种 特殊 形状 的 邻 域 评 就 够 了 ， 命 585D8-: 为 以 
xzE A" 为 中 心 (x) 为 半径 而 位 于 过 x* 日 垂直 于 A* 的 (p 一 1)N 维 线性 子 空间 已 .中 的 
(p 一 DN 一 1 维 球 ， 又 命 实 , 为 所 有 这 些 球 的 并 集 ， 对 任意 x CR")Y, 命 (*) 为 * 到 线 
性 子 空间 A* 的 垂直 投影 ,而 命 gCx) 为 从 x(*) 到 x 的 半 射 线 与 5%7 直 -1 的 交点 ， 今 将 每 
一 点 * 沿 从 x* 到 g(x) 的 线段 作 线 性 伦 移 , 即 可 见 CCRN 六 , zw) 与 (DX*, tw) 两 者 都 以 同一 组 
《 守 ,, zw) 为 一 组 伦 移 收 缩 核 。 由 第 二 章 54 的 命题 , 即 知 Hy(CRN)$, tw) 与 Ht(U, tN) 
在 (6) 式 的 jz#'o 下 确定 地 同 构 ， 趋 于 极限 即 得 确定 同 构 (15). 

组 (Z，w, ty) 已 在 第 二 章 $6 的 例 4 中 讨论 过 , 在 那里 的 例 1 一 6 给 出 (H%) 表 
H&E yn, ty)): 


一 = 一 .一 -DN 一 
He,) Hls) 万 1 本 Hoes 2 "| (16) 
Hé) 一 0， gq 之 (pC— DN. 
所 有 其 它 五 po; 都 蔚 0, 特 别 有 
He ~ 1 HE 1. 0) 
其 中 
DNp 一 (17) 
$5, (p 一 1DN = 奇数 时 ， 
:，。 划一 DN 一 偶数 时 ， ~ 
ON,p 一 (17) 
4d, (p 一 DN 二 奇数 时 ， 


此 外 又 有 
~ 1 之 (pp 一 DN 时， 
Ar(CLopn, fy) (18) 
天 0， &<tzp 一 1)N 时 ， 


A | 宇 (p 一 1)N 有 时， ~ 
ArC Lyn, tN) 《13) 
天 0， AAA< (pp 一 1)N 时 . 
再 者 , Ly,w 一 Ly,n/ty 的 模 上 同调 环 又 上 出 
U= A'(L yn, in), 一 rssA(L,n, in) 
所 产生 ,二 阁 间 有 关系 
V,。 p= 2 了 时， 
UUU 一 | (19 
0， 也 二 2 时 ， 
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UUV=VUUV, UAay 一 0， 


US 一 0， 了 一 2 时 ， 


对 于 组 (CRN 六 , tw) 也 有 同样 关系 (参阅 第 二 章 $ 4 命 


定理 4 对 六 维 欧 氏 空间 RY 有: 


TCR = I,(RN) 一 (一 1)N， 


或 
一 0， 
on 
大 0 
以 及 
ten) 
0， 


同样 也 有 (16) 与 (16), 其 中 ov, 仍 由 (17) 给 出 ,而 H6) 代表 Hey(CRN)Y, ty). 


由 定理 2 又 可 得 


定 还 5。 如 果 Hausdorff 空间 X 可 实现 于 欧 氏 空间 RY 中 , 则 对 任意 质数 ”有 : 


之 《Pp 一 1)N 时 . 


LX) SIX) <p ON, 


或 
DACX) 一 0， 之 (Pp 一 1)N 时 ， 
与 
ECX) —= 0, Kk (p— INDN, 
为 攻 虑 在 一 欧 针 空间 中 的 局 部 实现 问题 ,首先 从 命题 2 得 到 : 
定理 6. 对 于 一 个 入 维 欧 氏 空 间 Rx 而 言 , 对 任意 质数 有 
J RV) 一 六 (RS = (p — 1)N, 
或 
PoC RY) 
天 0， & < 一 (bp 一 1)N 时 ， 
多 及 
1 ，《 之 (p 一 1)N 时 ， 
VsCR™) 
夫 0， < 一 1)VY 时 . 


此 外 并 有 C16) 与 (16)', 其 中 pw 与 mm 仍 如 (17) 与 (17) 记 示 , 而 如 这 时 代表 


Hé,) 一 HE CCRN)E/ RY, ty). 
证 。 这 从 命题 2, 定理 4 与 定理 1 立 央 得 出 . 


作为 定理 3 与 定理 6 的 推论 又 有 


定 题 7 如 果 Hausdort 空间 X 可 局 部 实现 于 NN 维 欧 氏 空间 RY 中 ， 


| 


题 6), 特别 有 : 


(19") 


(22) 
(23) 
(23) 
(24) 


(25) 


(25) 


(26) 


则 对 任意 质数 


~ 


» 77 w 


JAX) IX) Ep DN 
VX) = 0,4> (2 — 1)NO, 


WCX) = 0,4 > Cp INN. 


$ 2. 有 限 可 剖 形 的 入 与, 类 


在 第 一 章 中 ,对 任 一 有 限 单纯 复 形 曾 引入 了 积 复 形 玉 X .… X kK (p 次 ) 的 某 些 标准 
剖 分 o, 久 ,与 wo 个， 以 及 某 些 复 形 全民 六 天 g 与 开拓。 在 空间 | 有 1, 中 的 巡 通 变换 
(rz xzp) 一 (oa xps Xx) 也 将 在 这 些 复 形 中 引出 相应 的 胞 腔 映 象 , 这 些 都 仍 将 
记 之 为 1。 假设? 是 一 质数 ， 则 (R$, 门 ，( 并 人 #) 与 (人 风门 将 都 是 简单 组 ， 而 它们 的 
模 复 形 已 曾 记 作 天 = R$/t, Ky 一 yt 与 Ks 一 RKP/ 

定义 1。 简单 组 (RR, #) 与 (民风 ,六 的 Smith 上 类 

DAK) 一 AR¥, 1)E HACK#, I0)), 0 
与 
AK) = AtC(RKRD, £2) E HACKY, Ty), KR 0 
将 各 称 为 有 限 单 纯 复 形 天 的 @, 类 与 到， 类 ， 简单 组 (全 ,让 与 (9, /的 特殊 Smith 上 
类 也 将 同样 地 定义 为 天 的 多 类 与 一 类 ,而 各 记 为 名 (K) 与 更 (及 )， 
之 所 以 要 考虑 这 些 复 形 与 这 些 类 BACK), WW(K) 的 原因 ,可 从 下 述 定理 看 出 . 
定理 1， 设 玉 是 一 有 限 单纯 复 形 ,而 X 一 |K| 是 它 的 空间 , 则 有 确定 同 构 
i*:H"(K}, G) = H"(|K$|, G) ~ H"(X#, 6G), (1) 
:HH"(KY, G) = H*(| KP|, G) ~ H"(XF/X, G), (2) 
且 使 天 与 X 的 @, 类 以 及 亚 , 类 各 在 这 些 同 构 之 下 互相 对 应 。 再 者 又 有 一 确定 的 胞 腔 喘 象 
jo: KY 一 天 使 在 上 述 同 构 之 下 同 态 ， 


:HH"(K?, G) > H"(Ke, G) (3) 
与 $1 定义 4 中 引入 的 确定 同 态 
i = 2H"(X?, G) > H"CXE/X, G) 《3 ) 
重合 ,换言之 , 即 有 
和 一 第 人 (4) 
特别 有 
OSCK) 一 WPAK). (5) 


对 名, 类 与 更 , 类 也 有 类 似 的 结果 ,与 (1) 一 C5) 相当 的 关系 将 各 记 为 (1) 一 (5)， 
证 , 象 第 一 章 $4 中 所 证 明 的 那样 ， 对 和 一 |R&#| 中 的 任 一 点 *， 可 找到 唯一 的 一 


。78 。 


点 me |Ax| 与 唯一 的 一 点 me | 名 | 使 所 给 点 x 在 线段 ror, 上 ， 今 将 每 一 点 xe ?一 
|Rt| 沿 x 到 > 的 线段 作 线 性 伦 移 ,而 使 1 全 | 中 的 点 保持 不 动 ， 即 可 见 | RE 是 全 的 一 
个 伦 移 收缩 核 , 由 于 这 个 伦 移 显然 是 与 变换 * 可 交换 的 , 故 组 (| 并 #| ,2 同时 是 组 (X$, 
的 一 个 组 伦 移 收缩 核 , 因 之 | Kx| 也 是 X¥ 的 一 个 伦 移 收缩 核 。 今 定义 上 映 象 
1: R$ > [KR#|, 
天， 
使 对 xe 和 一 || 时 ,x) 一 x, 而 i/|R¥| = 恒 同 ,而 i 为 组 映 象 ( 敌 ,z) 一 (|R|， 
1) 的 导出 上映 象 , 则 将 有 同 构 
i : He (R$, G) = He [RE|, t; G) ~ Hoy, G) C6) 
以 及 (1) 式 中 的 六 ， 再 者 ,在 | 从 ?| 上 的 限制 一 2p| 也 是 一 个 (| 人 op ,六 到 
《|Rx#| ,的 组 映 象 而 将 导出 一 映 象 ja: 天色 | 一 | 芒 | 这些 映 象 给 出 了 (3) 与 (5). 
同样 ， 将 条 一 | 多 :| 的 任 一 点 x 沿 着 线段 xx 从 * 到 xv; 作 线 性 伦 移 ，、 这 里 x。 指 
xox; 上 分 之 成 比 & : 1 一 a 的 那 一 点 ， 即 可 见 组 《| 六 名 | , z) 也 是 组 ( 伏 一 | 并 | ,#) 的 一 
个 组 伦 移 收缩 核 ,而 股 象 :x 一 x 将 引出 一 映 象 i:X》 一 |K¥| 一 1K 外 | ,使 


:HH"(KP, G) ~ H"(XFE — |K#|, G), (7) 
:He CRD, 1; G) ~ HEXE — |R¥|, 1; G)， (7) 
WK) 一 A"(KD, 1) 一 4m(8 — [RY!, t), (8) 
,an ToCK) 一 aA" RD, 2) 一 人 (8 一 [RF|, 2). (8) 


今 一 |R¥| 是 X 在 人 ,中 的 一 个 不 变 去 核 邻 域 , 而 X¥ 一 |K$| 是 与 它 相应 的 巡 通 去 核 
邻 域 ， 象 第 一 章 $ 1 定理 2 与 $4 定理 4 中 所 证 明 的 那样 ,对 于 X 的 任意 其 他 充分 小 的 单 
纯 冲 分 K', 应 有 确定 鼎 象 六,x' : 久 $ 一 | 民 这 | 一 久 一 | 用 关 | 与 才 可 交换 ， 因 而 引出 一 映 
象 ik,k':X$ 一 | KZ| 一 X# 一 | 开关 | ,而且 , 这些 肌 象 将 引出 同 构 
Rk DC 一 | 用 六 | 有 G) ~ He (RF — |RE|, t; G) 

与 

iRk op HCXY 一 | Ke|, G) ~ H"(XE ~ |K¥|, 6G), 
它们 的 逆 同 梳 各 由 包含 映 象 所 引出 , 由 于 这 些 去 核 邻 域 中 一 |K¥| 与 六 一 |K¥| 在 X 
的 所 有 不 变 与 巡 通 去 核 邻 域 所 成 的 组 中 , 显然 各 个 是 同 尾 的 , 因 之 知 斌 与 i 将 各 引 
也 确定 同 构 

Rp: HE CRE — [KE|, t; G) ~ He (CRE/X,t ; G)， 


与 
并 :CR 一 |K$|, G) ~ "(CXF/X, 0), (C9) 
而 这 些 各 是 $1 定义 4 中 所 引入 的 相应 直 向 群 组 的 极限 同 态 ， 再 者 ,又 有 
人 AMCKE — RE|, 2) — yyCX), (10) 
与 
eamA"CK — (Ry, ) = fyCX). (10) 
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联 (7),《8) 以 及 (9) 与 (10) 等 , 邑 见 有 确定 同 构 


绊 一 i HH"CKD, G) A H"(X*/X, G), (11y 
下 = i BoCKRD, t; G) ~ H"CXE/X, 0 G)， C11) 
恰 如 (2) 与 (和 所 示 , 致 有 
UECK) = VECX), (12) 
芒 , 必 8CK) = pCX). (12) 


今 记 X$ 一 | KF| 到 X$ 中 的 恒 同上 映 象 为 jx, 则 有 ijx 二 joix, 因 之 褒 二 议 访 站， 
六 二 优 尖 ， 歼 从 (11) 可 得 (4) 式 ,同样 也 可 得 出 与 (4) 类 似 的 (和 一 式 , 本 定理 因而 全 部 证 
明 . 

上 面 的 定理 指出 要 决定 一 个 有 限 可 寡 形 X 的 @， 类 与 于 , 类 (或 @, 类 与 宣 , 类 )， 只 # 
决定 X 的 任 一 单纯 剖 分 的 这 些 类 就 行 ,而 后 者 在 原则 上 可 在 有 限 多 步 又 中 完成 在 p 一 2 . 
的 情形 ， 我们 甚至 可 以 给 出 在 @, 类 与 加 类 (或 锡 类 与 全 类 ) 中 某 些 上 闭 链 的 明显 表达 
式 ,为 此 , 试 先 给 出 w, 民 ,等 复 形 中 的 边界 关系 如 下 。 依 第 一 章 $4 定理 2,o 民 :( 茂 wiK,) 
系 由 以 下 1, 2°, 3” (或 1”, 2°, 4°) 三 种 类 型 的 胞 腔 所 组 成 : 

类 型 1? a, X 0;, 这 里 0,,0;E KK 是 分 离 的 ， 

类 型 2” A,, 这 里 oE kK， 

类 型 3”[o, o, X 02], 这 里 0, ce 天 是 分 离 的 , 而 o, 0,(《 以 及 o，02) 各 张 成 一 天 让 
的 单 形 ， 

类 型 4” [oa, o, X os， [o, 0 X60] 与 [cy o, X01 这 里 o,o,, 01€ 开 满足 
与 3° 中 同样 的 条 件 . 

今 设 天 中 诸 单 形 都 已 定向 ,并 设 玉 X 天 中 的 胞 腔 已 依 积 复 形 定向 , 因 [o, o, X oz] 6 
wi 尺 ,是 As 与 rc X o 的 联合 ,而 [c, o, X oO6 KR?, 按 拓扑 说 来 是 A 与 o,X oy 的 拓 
扑 积 , 故 可 依 常 法 将 它们 作为 两 个 定向 胞 腑 的 联合 或 积 那样 来 给 以 定向 ， 这 里 Au 定向 如 
c, 最 后 胞 腔 [c, o, X o]9 与 [cy wo X ol] 可 以 给 以 与 [o,o, X 0;] 相 协 合 的 定向 ,于 
是 有 以 下 诸 代数 关系 (参阅 第 一 章 $ 2 的 (1) 一 (5)): 


Oo, X o) = 60, X os 十 (一 1)4m (co xX 00,), (13,) 
0A, 一 As,, (13;) 
Blo,o Xo1= |00,0, Xo + —1) mn. [oo, (Co, x o,)], 《13:) 
6[o,o, Xo = [80, 0, X ol + CC—1)™. [0o, OCo, X oo), (13.) 
[lo, a, X ot = [Oo, o XxX om] 十 (一 1)aimt . [go, Oo, X on] 

十 《一 1)4met [og, oo, X ol, (13,) 
Olo,o, Xo = {00,0 Xo] + C—1)im tH, [cy Oo, X oa] 

十 《一 1)am To,o, X oo (136) 


在 这 些 公 式 中 的 符号 遵守 着 下 面 的 规约 ,首先 ,每 一 项 都 理解 为 一 线性 和 ,例如 ,如 果 
Oo 一 pa asTi (Ca; = 整数 ), 则 [ac， 9 闪 02 | 即 代表 和 > ajl T;, Ci Xx 0o3], 余 类 推 ， 其 次 ， 
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[ec, o, xX o] = [80, o, Xx oD = o, X 0, 
[80, o, Xx oJ] = 0, dima 二 0 肝 ， (14,) 
[5c, o, X om 同一 0， 
[o, (C0, x o)1 = [oe, 8(c, x o)]) 一 人， 
[o, d(Co, x of = 0, dimo = dim 0 = 0 时 , (14,) 
[o, (ao, X oj] = 

今 设 玉 的 空间 是 立 ， 则 坟 : (rz 所 一 (yz x+，yE XX， 将 在 w 民 ,与 ozR: 中 引出 一 

《广义 ) 的 胞 腔 映 象 1 = tx, 使 


t# C0 X os) 一 《一 1)dmoadimm (g, x og),o, Xx or€ R*, C15,) 
tt As 一 A， C15,) 
t#lo, OX oj = —1) mn , fo, oo Xo,], (15;) 
ti#[o, 0 X 中 一 (一 1)dimcadimom [gog, og, X o.]™, 《15.) 
t#[0, 0 X oO] 一 一 (一 Iamordimmm [fo om X o.]™, (15s) 
ts[o, 0 X ol 一 (一 1)dimodmo， [co X om， (156) 


今 将 简单 组 (RK, 7?)，( 访 中, 2) 与 (有 和 ,六 的 投影 都 记 作 xx， 又 记 空 间 胞 腔 xx(o, Xx 
02), (0, X ate RR¥), xk[0,0, X 0;], 等 等 ,各 为 o,*0;, [0, 0,*02], 等 等 , 则 有 代数 关系 : 


xg(0, X oa) = 0,*0,0, X Oo€ RY, (16,) 
xxlo, 0 X ml 一 [0,o,*o1™, (16,) 
xxlo, or Xo] = [0o, o,* oo), (16;,) 
oo 一 《一 1d4im cidim mm g,*g,, Ow*o€ K+, 《17,) 
[o, ou*o] tt 一 《一 1)dim cdim cr . [og, og,* ot, (17,) 
Lo, oo = C— 1 dme,. [g, ow*k oJ, (17,) 
O(log.*¥*0) = Poko (—1) me. og *Oo0,,0*o€ KY, (18,) 
Blo, ok ot = [00, o ko t+ (CC—1) "i., [og,OC0,*¥ 0) 1 

+ (—1)lmoti. [og,o,*o], (18;) 


O[o, oko]® 一 [00, ok ol 十 《一 1 [o,OC0, #0)]™", (18;) 


这 些 公 式 中 的 符号 仍 遵守 着 前 面 所 定 的 规约 ,最 后 , 依 定理 1 与 它 的 证 明 所 引信 的 组 映 象 
和 (| 六 多 ,一 《|R¥|, 纪 将 引出 映 象 jo: |K?| 一 |K#| ,由 此 又 引出 链 有 映 象 如 下 : 


0, dimo 之 0 时， 

oglo, oO X ao] -| (19,) 
0 Xo, dimo 一 0 了 有 时， 
dimg 之 0 时 ， 

jo#L0, 0, 米 oj 一 (19,) 
ok*g, dimo = 0 肝 , 


至 此 我 们 将 证 明 下 述 定 理 ， 它 给 出 了 一 个 单纯 复 形 K 在 p 二 2 时 所 有 @，, 类 与 和， 类 
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(以 及 全 ,类 与 章 , 类 ) 的 明显 公式 ， 
定理 2.。 对 于 顶点 已 排 成 一 定 次 序 a6 过 a, 二，…* 过 aw 的 一 个 有 限 单纯 复 形 K， 它 
的 名 ,类 BY(K) 中 将 含有 下 述 特殊 上 闭 链 为 其 代表 元 素 (5 = 二 1 十 ,d= 二 1 一 tx): 
m= 2m 时 : gj"( 民 ) 一 so Dost {Ca ai) X Ca a) (20) 
m= 2m 二 时 : gr(K)= en Da at X (oa (207 
其 中 之 , 与 之 各 展开 在 所 有 满足 以 下 条 件 的 指数 组 (i, j) 上 ， 
(CO i jm, 
(DD io Zh i < jn, 
又 其 中 so 一 十 1, 如 果 mw 圭一 1, 0, 1 或 2 mod 8, 而 在 其 他 情形 so。 一 一 1， 
至 于 @, 类 B32(K) 则 各 含有 以 下 上 闭 链 为 其 代表 元 素 : 
m = 2m 有 时: gp"(K) 一 {a -asm )*(aj 4m)}, (20) 
m = 21 十 工时 : 9 天 ) 一 72atCe tam (aan )}. (20') 
同样 入 的 必 类 天 8(R) (或 亚 ,类 8(K)) 将 各 含有 以 下 诸 代 表 上 闭 链 : dr(K) 一 
谍 p 人 "CK) (或 J"CK) 一 半 g"(K)),， 这 里 j0: KI?| 一 |R| (或 jo:|K?| 一 |K|) 为 由 
定理 1 中式 (3)' 所 定义 的 确定 上 映 象 ,而 滞 ,) 与 由 各 如 (19) 所 示 ， 
证 D， 试 记 组 (RK¥, 2z) 从 KR# 到 模 复 形 K# 一 人 At 一 坟 ) 的 自然 投影 为 = 一 xx, 音 
第 二 章 那 样 ,我 们 也 将 用 元 来 表 组 的 反 投 影 ,于 是 在 KR# 与 Kz 中 有 : 
者 人 《ai 01) X Ca na) = C—1) (oo X (aa))， (21) 
zs((2 ea) X Can)) = an a) (Ca: 0,), (22》 
z#(Cai ” “aip)*(aj,* “aj0)) 一 《ai ， “qi,) x 《ai ” 4;4) 
十 (一 DP (aa X Can* a). (23) 


今 依照 下 诸 式 定义 上 链 $i € CCR#): 
1，, 0 i jn, 
Pi (asdin) X Ca nain)) 一 《24》 
0，。 其 他 情形 ， 


Pei” Cara) X (Cae)) = 0,p+g= 2m—1 而 (p,9) #2 (m1,m) 时 , 
(24') 


1 ， to < 10 < fmy 
Gea " “dim) xX 《oj "aim)) 一 , (25) 
0， 其 他 情形 . 


Gas ai) X Can'*ai))—= 0 p+ gq—=2m 而 (p49) (mm) 时 , (25") 
我 们 将 证 {8;$} 征 K¥ 中 单位 上 闭 链 1xx 的 一 个 分 解 ,换言之 , 即 有 


#0 = lg* | (26) 
GHz — s#927, (27) 
Br 一 —1)” 。 d#@2mtl (27') 


D 我 们 将 作 以 下 规约 凡 所 到 单 形 (opr…a，) 时 , 恒 设 有 ro<ri< <re 


a R82 。 


其 中 《26) 由 定义 其 为 显然 ， 为 证 (27),， 试 考虑 一 -任意 的 2m 维 胞 腔 Cai…… a)》X 《ai 
qj;,) € KR*,p 十 gq 一 2w%w， 于 是 有 
5 Ca) X Ca 8)) 一 + (—1)?2, (28) 
这 里 
> DA YP (Ca ds 色 《oj aig)), (28,) 
一 Al1).: Pi Cai “4ai,) xX 《ai i “aj0)). (28,) 

请 也 过 

情形 I 《pp 9g) 尖 《mmm)。 

这 时 (六 一 1, 49) 关 《m 一 1 z)， 因 而 由 (24) 有 > 一 0 如果 (bp 4) 关 Cm 一 1， 
m 十 1)， 则 由 《24) 也 有 于: 一 0， 如果 (p 9) 二 《m 一 1,m 十 1), 虽 应 有 一 指数 :使 
无 一 六 能 满足 产生 站 天 ja 于 是 在 7 产 ss 十 1 时 半 Coil ) XX (ai 在 
qd) = 0, mm $e (Ca ain) X Ca 0) SP (a im) X Coie" 
人 4 am)) 必 同 时 为 0 或 同时 为 1, 因 之 仍 有 之 ;一 0 而 得 

SG Ca ag) X《a gj 一 0 (p49) #¥ (m,m) 有 +g = mr. 

情形 I， (p, 9) = (m, m). 

由 C24) 此 时 有 > 一 0, 

如 果 有 一 指数 :使 无 一 育 能 满足 二 过 扩 达 i 则 由 (24), 在 + 去:，s 十 1 时 应 有 有 
Yad gn) X Ca en) = 0 MW Ya tn) X Ca aim)) 
与 外 后 Cai im) X 《ai 将 同时 为 0 或 同时 为 1, 不 论 何 时 应 有 
,= 0. 

如 果 没 有 这 样 的 指数 9 则 训 过 过 过 is 达 jm 或 则 有 之 i 过 jm 过 im 
由 (24) 此 时 有 


1，7 了 一 0 时 
Yo” Ca a, “im) 兴 Cai ‘Qi )) = 一 (< 为 去 so im < jm) 
， 了 0 时 
1，r 一 m 时 
一 一 (fo i )s 
0， 了 之 上 太 


由 此 得 
1 ， 站 < 国有 时 ， 


;二 (1)”, no i 时， 


0， 其 他 情形 . 
综合 以 上 情形 即 得 
GP CCei i) X《2 ai)) 
[1 P=4=m,i ji, < jn 时 , 
= 1(—1)”, p=—=4—=m, jin in, (29) 
0， 其 他 情形 . 


另 一 面 由 (21),《25) 与 (25 ) 诸 定理 得 
st (Cao im) X aj nam)) 一 六 (Ce ie) X Ca aim)) 
十 《一 1 GCCai "am) X an: ain)) 
1 ， i ijn 时， 
— 1)”, ji jin in, 


0， 其 他 情形 . 


"Cai “ a1,) Xx 《ai ， ji) 一 0， (p, 9) 关 《m， zz) 了 时， 与 式 (29) 比较 即 得 


(27), 


为 证 (27'), 试 考虑 任意 2m 十 1 维 胞 腔 (aa es》 X(〔(oi aio)6 大 这 里 请 十 ?一 


2m 十 1， 对 此 有 : 
BYir((ai 0] xX (Cai ‘410)) 一 ,十 (一 1)? 之? 


5, = 2 pian bi a) X ai 4)), 


2 一 > 《一 1 各 Ge as) X (Cah, 0i0)), 


情形 I (p,q) 关 Cm, 加 十 1), 也 产 (mw 十 1,m). 
这 时 由 《257 有 2 二 ;二 0, 
情形 I， (p, 9) = (m, m+ 1). 
由 (25) 有 2 = 一 0, 由 (25) 依 以 前 同样 的 推理 有 
1, ij 时， 
| 其 他 情形 . 
情形 I 了 (pp, 9) = (m+ 1, m), 
这 时 >; 一 0, 而 


2 


1 


(1 oi 时， 
| 其 他 情形 . 
综合 以 上 诸 情 形 得 
dP (Cana) X (a4)) 
(1)”, (p90) = mm tl), ji i jn, 
一 11, (p,9) = (m+ l,m), i ho jn nn 时 , 
0， 其 他 情形 . 
另 一 面 由 (21),(24) 与 (24') 诸 式 得 
dG tC aa) X Ca aja)) 


一 Yo” Car “ai,) x 《ai “ 210 一 《一 1222 Pit (ai: * ‘aig) x 《ai " 
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(30) 
(30,) 


(302) 


(31) 


“41,)) 


| (p,q9) = mm LN i 1 时 ， 
一 1 一 1 ， (p,9) = m+ lm),io i jn io, 
0， ”其 他 情形 . 
以 之 与 (31) 比 较 , 即 得 (27)， 
今 由 (26), (27) 与 (27) 知 roexz#y'€ DHAK), 这 里 76w 与 第 二 章 中 同 , 表示 恒 同 或 
械 2 约 化 ， 视 i 为 偶 或 奇 而 定 ， 因 282?(K) = 0, 而 Bi"*TK) | 7 故 DCK) 
有 一 代表 上 闭 链 rcwaztg’， 从 (24), (24')， 《25)， (25) 与 《23) 可 网 这 一 代表 上 闭 链 如 
是 C20) 与 (207 中 的 prC(K)， 同 样 (20) 与 (20”) 也 直接 由 分 解 co 《27) 与 (27) 得 
出 ,这 证 明了 本 定理 的 第 一 部 分 ,定理 的 第 二 部 分 则 可 了 立即 得 出 ,不 著述 


$3. 厅 例 
例 1， 对 一 N 维 单 形 Aw 有 
TAN) = 7,(AN) = (p — DN (1) 
以 及 
J, (AN) = J,(AN) = (p — DN. (2) 


证 ， 因 R* 与 AN 二 者 每 个 可 视 为 另 一 个 的 子 空间 , 政 由 $1 的 定理 1, 2 有 
[IRN) = TAN), IT,(R*) = 1,(AN) 
以 及 
JoCRY) = JAAN), jlRN) = J(A"). 
故 由 $1 定理 4, 6 即 得 (1),(2) 两 式 . 
例 2， 对 一 4 维 球 S” 有 


IXS") = 1,(S")=#+tl1, (3) 
1 2 一 奇数 时 ， 
J2(S") 一 | (4) 
"十 1，2 一 偶数 时 . 
证 ， 因 57 可 视 为 R*t! 的 子 空间 , 故 由 3$ 1 定理 2 有 
TS ) SLS") n+ l. (5) 


对 空间 X 一 5", 试 邯 察 它 的 二 重 去 核 积 % 和 其 中 的 巡 表 变换 ax:(x, 念 一 (7，x)， 
对 任 一 点 xEX 命 * 为 它 的 对 极点 , 则 % 中 所 有 点 偶 (x, x*), x & X 的 集合 是 它 的 一 个 于 
空间 , X' 在 对 应 (x, *) 一 * 之 下 与 8" 拓扑 等 价 ,这 时 tx 在 上 的 限制 与 X' 成 一 简单 组 
(X', tx)， 其 模 空 间 自然 地 拓扑 等 价 于 8*/*， 这 里 * 是 57 的 对 极 变换 ， 由 第 一 章 $ 6 的 
例 2 可 知 4"(X',tx) 一 0, 或 二 0, 视 加 >>4 或 m 记 # 而 定 . 命 i 为 X' 到 X¥ 中 的 恒 
同 映 象 ， 则 六 ( 完 , tzx) 一 《只 , zx) 是 一 组 映 象 ， 导 出 一 模 空间 的 映 象 i:X' 一 X#， 由 于 
A fx) 一 42(X fx) 天 0， 故 更 应 有 4(%#， zx) 天 0 即 1s) > 二 与 (5) 式 
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相 联 即 得 (3) 式 ， 
今 对 任 一 点 (x, y)E XX#, 命 6C(x,y) 为 点 x,y€ 5* 在 之 0 与 乏 x 间 的 角 距 离 ， 对 


任 一 xc 二 0 与 < 了 三 ， 试 考察 % 中 由 所 有 使 0 < 0(x,y) < 2 的 点 (x， 7) 所 组 成 的 子 


空间 谤 , 又 命 耻 为 使 OCx, y) = “的 所 有 点 (x, y) 所 成 的 于 空间， 显然 总 是 在 名 
中 的 一 个 不 变 去 核 邻 域 且 拓扑 等 价 于 多 # 与 开 线 慌 工 :0 < 和 < 26 的 拓扑 积 ,而 这 一 拓扑 
等 价 映 象 了 可 如 下 定义 .对 (x, y)E 闻 *, 命 x*，y € 5" 为 过 x,y 的 大 贺 上 的 点 ,使 0(x， 
四 一 oa 而 br x 一 0(y,y) 二 0(x,y) 一 0(x',y)， 于 是 J:D# 三 作 + x 工 定 义 为 
Kx,y) 一 (Cx',y), 60Cx,y)). 命 1 为 多 x 工 中 的 变换 ,定义 如 (C(x,y), 4) = (tx(x， 
,+), 这 里 C(x, ?De ,4 工 任意 , 则 7 了 :CD#, zx) 一 (和 x 工 , 2) 为 一 组 贞 象 ， 因 而 
A"(DU*, 1x) = FACV#, ty)DL], 
这 里 是 的 单位 上 类 ,由 第 一 章 $6 的 例 8, 有 


» 一 奇数 时 : 4mC 多 px， | 


一 偶数 时 : 4”™(P#， | 
和 0， mn 


因 产 是 一 同 构 , 故 也 有 
二 0，m 之 7， 
2 一 奇数 时 : As 
汉 0， 加 二; 
~ 二 0， 之 1， 
2 一 偶数 时 : A™CUR, tx) 


关 0， 级 < 委 7， 


因 当 " 取 一 切 盖 0 而 < 本 的 值 时 , 所 有 5z 所 成 的 组 在 X 在 %; 中 的 所 有 不 变 去 核 邻 域 


系统 中 显然 是 同 尾 的 , 故 趋 于 极限 可 得 : 


一 0， 训 之 4， 


2 一 奇数 时 : mc 
0, mH; 
一 0， nn 之， 
2 一 偶数 时 ; vss) 
六 0， 二 pn, 
这 些 公式 证 明了 (4) 式 ， 
附注 ， 由 $1 的 定理 5，7， 可 见 5* 不 能 在 R* 中 实现 ， 且 在 ”= 一 偶数 时 ，$" 也 不 能 
在 R" 中 局 部 实现 ,但 在 w= 奇数 时 ,我 们 只 能 保证 5* 不 能 在 Re 中 局 部 实现 ,虽然 用 其 
他 方法 早已 熟知 它 在 这 时 也 不 能 在 R* 中 局 部 实现 , 象 以 后 在 第 七 章 中 所 指出 的 那样 , 即 
使 考虑 5* 的 1 与 j, p > 2， 仍 不 能 获得 预期 结果 ,这 说 明 我 们 所 用 方法 的 重要 缺陷 , 特 
别 在 流 形 的 情形 ,而 在 考虑 局 部 实现 时 这 个 缺陷 将 更 为 显著 ， 
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在 以 下 我 们 将 应 用 $ 3 定理 2 所 给 出 复 形 @; 类 与 多, 类 的 明显 公式 ， 来 确定 某 些 由 
Van Kampent5 与 Flores2 所 曾经 劳 虑 过 的 特殊 复 形 的 指数 与 7, 指数 ,这 将 使 我 们 能 
证 明 对 任 一 对 整数 (N, x), 只 须 * 二 工 系 N 反 22, 即 有 能 在 Rx 中 实现 但 兽 至 不 能 攻 
RR 一! 中 局 部 实现 的 ” 维 复 形 的 存在 . 

钢 3， 投 六 z>0, 而 so av 是 R 中 Nd 二 1 个 处 于 一 般 位 置 的 点 ， 命 Kw,， 
坪 由 顶点 取 自 wo，:…，ax 而 维 数 和 的 所 有 单 形 所 构成 的 复 形 ， 特 别 , KK,+1,4 是 一 球 而 
天 是 一 单 形 ， 这 时 它们 的 1; 指数 与 0 指数 已 由 例 1 与 例 2 给 出 ， 在 N 宇 4 十 2 的 情 
形 , 我 们 将 证 明 下 面 的 定理 . 

Kx 的 1; 指数 与 J, 指数 如 下 诸 式 所 示 : 

2 十 1]，AN 之 2 十 2， 


TKn,n) 一 | . (6v,n) 
N—1, 2x+1>N>n++2. 


27 ， N 之 2n 十 2， 
J Kaw,n) 一 (Ty,n) 
N 一 1，22 二 1 宇 N7 十 2. 
我 们 还 有 
本 但 玉民 2 之 27 十 2， 
K 1 (C8,n) 
CRN!， 和 但 全 R*,2n 二 1N 宇 2 十 2, 
和 但 忱 Ra N 守 2n 十 2， (9 ) 
nn Nn 
CR 但 二 RY,2n 十 1 宇和 NN 之 nn 十 2, 


这 些 论断 显然 与 以 下 诸 论断 相当 : 
Kw,nCR”, 六 任意， (10) 


KvwnCRat， NN 任意 ， 
(I ly) 
天 NCRr :27 十 1 之 六 定 22 十 2， 
DK tn) 天 0 ， (12) 
拟 及 
YXKKvw 0, m+12NSn+2. (13,2) 
《10) 与 (11) 的 证 明 . 


(11 ) 的 第 一 部 分 得 自 这 一 经 典 性 的 结果 : 任 一 7 维 复 形 可 在 R2+ 中 实现 ， 而 (10) 
出 得 自 下 面 这 一 结果 : 任 一 ” 维 复 形 可 在 R* 中 局 部 实现 .这 个 结果 的 证 明 将 延至 第 六 
章 , 为 证 (11) 的 第 二 部 分 ,其 中 入 写 2 十 2, 试 在 Rx 一 中 取 和 个 在 一 般 位 置 的 点 41，*……， 
ay 它们 张 成 一 NN 一 1 维 单 形 Aw-,。 又 在 此 单 形 内 部 取 一 点 a6。 命 Kw,s 为 由 顶点 取 委 
al 0 *, 4n 而 维 数 委 关 的 一 切 单 形 所 构成 的 图 形 ， 册 于 六 宇 # 十 2， 这 确实 成 一 复 
形 ， 于 是 对 应 140) 一 oj， i 二 0, 1,…*, 入 ， 即 引出 一 实现 fiKysCRNYT' 使 KKy,s) 一 
Kw,s。， 这 特别 证 明了 在 2#x 十 1 闫 N 守 w 十 2 时 的 式 (11w.,). 

”在 以 下 关于 (12) 与 (13) 的 证 明 中 ,我们 将 假定 Ky,; 的 顶点 已 依 a < 和 < < 到 ar 
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的 次 序 排列 , 而 依 $ 3 定理 268(Ky,s) 与 ?CKy,n) 中 针对 这 一 次 序 ， 所 得 的 代表 上 闭 链 
将 各 记 为 p” 与 4”, 此 外 Kw,s 中 的 任 一 单 形 凡是 写作 (a………ais) 形状 时 , 总 假定 依照 次 
友之 i 


(12) 的 证 明 ， 
试 考虑 (Kzw+z,n)2 中 的 下 述 整 系数 下 链 
2 一 了 (Co C1) 
io<ih 
或 
& 一 ， Ze ka ， “ein)k(Cai ” ein (14') 


其 中 第 一 个 和 号 可 展开 于 所 有 使 i, 二 的 可 能 指数 组 上 , 而 第 二 个 和 号 之 则 展开 于 所 
有 可 能 的 指数 组 上 ,其 中 si 一 十 1 或 (一 1)", 视 io 达 jo 或 6 之 加 而 定 ， 

为 计算 9z 试 考虑 任 一 胞 腔 (es as_,)* Cana) E (Krzr 六 ， 设 +，s 为 从 0， 
1，…, 2n 十 2 中 除去 如 ,As 1 ,la 后 所 余下 的 两 个 指数 ,假设 + 和 3， 而 
kh rh 则 Bs 中 ax 0》 
*Ca a) 只 在 (14') 的 以 下 诸 项 中 出 现 : 

Oa rake iarake kn) Ca "02s), 
Bo aka age “aka Ca a), 
Ca “ “a OC ar, 四 “4 
Ca ea) OC aR kg art akn 
(a0 a Car Akg asaka "dks,). 
因 之 6s 中 (arats-2*Car "a,) 的 系数 4 如下， 
在 二 7 时 ， 


4 一 四 [C—1)°. ep t+ (—1). Exo 十 (一 D) (一 1 (一 De 
* Ek, 十 (—1)": (—1) : (—1)" DY. Eigo] 


一 [(—1)° 十 《一 1 人 er. 
在 < 如 < 时 ， 
加 7 [er 十 (—1) “ Epolo 十 《一 1 “ 《一 1)” El 
+ CI)" (De (一 Droro ein] 
一 Er 十 (—1) ” SAkoion 
在 r+ < 过 3 < ko 时 ， 


1 一 交 [sw + su 十 (一 D" (一 Do str 十 《一 D (一 Der5 so] 


= Er + Eu, 


因 之 不 论 何 时 恒 有 4 三 0 mod 2 而 ”>x 是 一 模 2 下 财 链 . 
今 导 任意 守 0 而 三 2n 十 2 的 7 定义 
5 0 和 5* 委 :一 1， 
二 1， ”< 近 5< 委 


则 由 $ 3 定理 2,， B83(Kzotz,n) 的 一 个 代表 上 闭 链 p” 将 


fi 


2n 二 2 
9p” 一 2 {aocr,0 audr,t ”" “lacs,2n)) * ( aatr,1) date,3) “" “aatr25+))}, 
一 0 


故 p2 (ao 一 22 十 3 而 mp2(ras) 关 0， 由 此 知 1.88?(Kzwrzn) 关 0 因而 更 有 @ (Ross 
过 0, 即 (127)， 
《132+roo) 如 和 (天 ro) 天 0 的 证 明 ， 
在 (Kzorin2 中 试 考虑 下 链 
zs 一 [Cao), (Ce adi) * 《aoaji ain), 
其 中 展开 于 所 有 可 能 的 指数 组 (i, 站 上. 此 外 又 有 一 上 映 象 jo: 1(Kzot,a)| 一 
《Kzstwn2¥#| ,使 


0， dm 二 0 时 ， 
io#[ 0, Oo.*02 0 一 
oko， dm 一 0 时 ， 


而 娄 一 Kn), 易 见 ?22 是 一 模 2 下 团 链 ,由 $3 定理 2，@2 (Rn) 
中 对 应 选 定 顶点 次 序 的 代表 上 闭 链 pz 由 于 式 
一] 
给 出 ， 其 中 展开 于 使 0 所 < 之 i 过 计 达 … < 之 襄 生 24 十 1 的 所 有 可 能 的 指数 组 
(i, 7) 上 , 容易 验证 
ppg) 一 p72) 一 2 十 1 天 0mod2. 
因 之 人 Kzoo) 天 0 而 (132w+4,n) 得 证 ， 
C1324,4) 即 到 ”Ko) 关 0 的 证 明 . 
试 考 虑 下 链 
z = 2 [C40), (Cai " “inj “ “epoD]0 
其 中 之 展开 于 使 0 委 a < 到 入 委 22 的 所 有 可 能 的 指数 组 (i, 力 上 ， 易 见 是 (CK,)? 的 
一 个 模 2 下 闭 链 , 男 一 面 、 8 了 XK,,,) 的 一 个 代表 上 闭 链 pz 一 为 
po— > {Ca 。 ‘ai ef ， “1,_,)}， 
其 中 展开 于 使 0 二 记过 i 过 记过 之 i 达 j- 研 24 的 一 切 可 能 的 指数 组 (i, 
上 , 设 j0: jCKzs.a) 站 | 王 (Kama)2 | 如 前 可见 br 一 六 (Ka) ,72 rs) 
一 7292 jo#722)7 一 22 十 1mod2 取 0， 因 之 如 "六 Kzg,s) 天 0, 册 (13z,x) 得 证 . 
在 22 二 1>2>NEE2dT2 时 (13vw 的 证 明 , 即 
pKys) 0， 2n 十 1 宇和 N 守 1 十 2 (15,) 


。89 ， 


的 证 明 . 

2 一 1 的 情形 即 (13,D 是 显然 的 ， 因 为 这 时 Ks,, 以 天， 为 子 复 形 ， 而 由 刚才 所 证 的 
(1321) 已 知 有 玛 CKz,)》 关 0 今 设 015， 已 经 证 明 . 则 因 Kws 以 Ky, 为 于 复 形 而 更 
应 有 NKy,s) 关 0, 只 须 22 一 1 宇 N 人 1l 因 (13+) 与 (41324,s) 早已 证 明 , 故 
得 (15,). 

至 此 我 们 的 论断 已 全 部 证 明 . 

例 4. 对 任意 整数 p 之 一 1 与 4 0, 试 著 虑 由 以 下 定义 的 复 形 4,,4 如 次 . 取 p 十 1 
个 三 点 组 4; 一 (am a a ,i 一 0,1,，…, p, 又 取 4 个 点 偶 B; = {8 6)?},j 一 1， 
4， 又 取 8 个 单 点 组 Cj; 二 {ci} ,i 二 1, 4. 今 从 pp 十 9 十 1 个 组 4;, 8 或 2 
Ci) 中 ， 每 组 各 取 一 点 以 定 一 十 9 维 单 形 , 于 是 4,,4 (或 do) 将 定义 为 所 有 这 些 单 形 
以 及 它们 的 面 历 构 成 的 复 形 , 在 p 一 一 1 时 ，4-,,s (或 4-,,4) 显然 是 一 (9 一 1) 维 球 (或 
一 9 一 1 维 单 形 ). 在 pp 之 0,49 一 0 时 ,40,4 为 Yan Kampen 所 引 人 人 ,并 由 他 与 Flores 分 
别 证 明 它 是 能 在 R??* 中 但 不 能 在 R”? 中 实现 的 一 个 复 形 。 我 们 则 将 证 以 下 含义 较 广 的 
定理 : 

4p.a (或 do) 的 [指数 与 J 指数 各 为 : 


L(A) = 74) =2p+4+1, (p, 49> 0), (16) 
As) = JAsa) =2p + gt+1, (p20,g>0). (16’) 

我 们 并 有 
ApaTCRPIat, (p,q 0), (17) 
ApaF Rr, (p>0,9> 0). (17’) 


这 个 定理 的 证 明 依 赖 于 以 下 3 引 理 ， 

引 理 , 设 工 是 一 有 限 单 纯 复 形 ， 而 KK 是 工 与 一 点 5 的 联合 复 形 。 则 在 r,@>”(L) 尖 0 
时 应 有 3"*(K) 去 0， 因而 更 有 8"+《K) 关 0。， 又 在 BL) 天 0 时 应 有 ra 站 (K) 
闯 0, 因而 更 有 ri"(K) 关 0， 

证 。 试 将 工 的 顶点 排 成 一 定 的 次 序 a。< 4, 到.……, 又 将 KK 的 顶点 排 成 次 序 5b < a 到 
4 飞 …'， 对 这 些 顶 点 次 序 而 言 依 $ 3 定理 2 在 8¥(L) 与 82(K) 中 的 相应 代表 上 闭 链 ， 
各 如 以 下 诸 式 所 示 : 


pL)= 2 {ana )*(a "ain)}, (18) 
pL) = 2 {Cai dim aa)}, (18') 
pKR) = ro Can ram)*C ba aj)} 
十 ra2s{ Ca ein 让， (19) 
pK) = Dllban ram 02 
十 之 上 ee 《19 ) 


其 中 盖 ,, >;, ;各 展开 在 满足 以 下 诸 条 件 的 一 切 可 能 的 指数 组 Gi, 站 上: 
(D1) i 


* OO。 


(22) 1 加 < 为 二 六 去 人 fms 
(33) :加 < 一 < 把 六 去 i mt 


今 对 任 一 模 2 下 链 z 一 了 ) cawr) e CI， 7) 定义 一 模 2 下 链 Bz < CAR ， 


12) 为 
pz = DY el), ompril® + Dy cl C6), bomril®. C20) 
则 Pp: CAL$, 1,) 一 CKD, 1,) 为 一 回 态 ,可 见 
Opz = B80 = 1 rod 2, (21) 
今 对 和 任意 * 维 胞 腔 vxre LY，dimo 十 jm7 二 7 以 及 任意 下 链 <6 CALS, 了 ;)， 显 然 有 
rt {osbr}(Be) = rt {boxT} (Be) = raf {lo*T}(e), (22) 


其 中 :|K9|->|K3| 即 $3 定理 2 所 涉及 的 映 象 . 如 前 我 们 有 gCK) 一 jp'CK)€ VK), 

今 设 5932(L) 关 0， 则 在 L# 中 有 一 模 2 下 闭 链 z€ Zam《L3, 12) 使 rp*(LL)(z) 
关 0， 由 《18),《19),《20) 与 (22) 刀 得 

PK)(Be) = rip™(L)(z) ¥ 0. 
六 gz 由 于 (2 是 Ko 的 一 个 模 2 下 闭 链 , 故 且 ?PCK) 冯 0， 同 样 可 证 在 色 ” (ZL) 夫 0 
时 有 ra?(K) 夫 0. 

《16) 式 的 证 明 . 

试 先 考虑 g 一 0 的 情形 ， 将 4 的 顶点 排 成 次 序 使 s 多 一 a 凡 意 即 ! 一 7 或 上 一 7 但 
过 10i, jf 一 0, 1 p;%, ?一 0, 1,2), 对 此 顶点 次 序 而 言 ，L4j 的 83? 中 的 相应 代表 
上 闭 链 将 为 

外 = DA{Caloald.. -aye)*CalN a + aye )}, 

其 中 驯 展 开 在 使 i 过 ji 过 六 ,ip 三 认 的 所 有 可 能 的 指数 组 (i, 站 上 ， 今 革 虑 下 

链 

zz 二 Sy'( a ai. 。 Cg 永 (abio gain ap ), 
其 中 六 "展开 在 所 有 使 二 的 可 能 指数 组 (i, 7) 上 , 易 见 rz 是 一 模 2 下 闭 链 而 p**(2) 
二 3p41 天 0mod 2， 因 之 782(Ayw) 关 0.， 因 4 是 dp, 与 点 ce 的 联合 复 形 , 而 ds 
以 45,4 为 一 子 复 形 , 故 应 用 引 理 并 使 用 归纳 法 可 得 

Dnta( Ass) 0, Dra( Ap,g) 0, (Pp,9 > 0), (23) 
Wipta( A,,s) 0, Yt As,s) #0, (p0,9> 0). (C23") 
另 一 面 , 试 在 Rzr+et 中 取 直 角 坐标 系统 Cx,， ,Xp+at1), 册 命 RT 为 了 空间 x, 二 
一 x 一 0, RI(i 一 1, 2,…,9) 为 直线 x+) 一 0,j 关 i, 在 每 一 直线 Ri 上 取现 操 
pO 一 (0,.…, 0, 1, 0,，…:， 0) 与 70D 一 《0 ， 10. CO—1,0,.*., 0)， 因 A,w 为 一 了 维 


复 形 , 故 有 一 (线性 ) 实 现 f:4pwoCR*T， 今 将 了 线性 地 推广 为 一 映 象 太 4pe R* "0 


ss Ol 。 


使 69) 一 50 60) 一 00 一 1) 2 ,4， 则 了 为 一 4pa 到 Rx?***! 中 的 实现 ,我 
们 的 定理 显然 是 这 一 事实 以 及 关系 (237 与 (23 ) 的 推论 ， 


$4. 同 痕 与 同位 


定义 1， 设 所 与 1 是 空间 X 到 空间 Y 的 两 个 实现 , 并 设 了 是 线段 10, 11， 如果 有 一 
连续 上 映 和 象 F: 祥 XxX 1 一 了 使 F/X Xx (0) 三 有 , fF/X Xx (1) 三 访 , 且 对 每 一 上 ET F/X X 
(三 f/X 是 一 X 到 YY 的 实现 ， 则 两 实现 有 与 #5 将 称 作 是 同 痕 的 , 并 称 下 是 太 与 六 加 的 
一 个 同 痕 ， 

定义 2 设 坟 与 和 是 空间 X 到 空间 Y 的 两 个 局 部 实现 .如 果 有 一 连续 映 象 F:X x 
I> 了 使 F/X x (0) 三 f, F/X Xx (1) 三 六 且 对 每 一 上 ET F/X X (2) = f/X 是 一 并 
到 了 的 一 个 局 部 实现 ,而 这 些 局 部 实现 又 是 在 如 下 意义 下 对 + 是 匀 齐 的 , 即 : 有 X 的 一 个 
升 覆 盖 立 一 {C 使 对 每 一 11 有 映 象 f:X 一 RN 在 每 一 Di 上 是 拓扑 有 映 象 ， 这 时 我 们 将 
说 为 与 大 征 局 部 同 痕 的 ,而 县 B 是 与 六 间 的 一 个 局 部 同 痕 . 

定义 3， 设 为 与 六 是 空间 和 到 空间 Y 的 两 个 实现 (或 局 部 实现 ). 如 果 有 一 Y 到 它 自 
喘 的 拓扑 变换 使 加 三, 则 该 两 实现 (或 局 部 实现 ) 与 f, 将 称 作 在 Y 中 是 同位 的 .如 
果 Y 特别 是 一 个 欧 氏 空间 RN, 则 有, 将 称 为 是 保 向 同位 (或 反 向 同位 ) 的 , 视 有 无 RY 变 
为 自身 的 保 向 (或 反 向 ?拓扑 变 换 4 使 hh 三 卫 而 定 . 

附注 1” 上述 两 个 概念 “ 同 痕 ”与 “同位 ” ,虽然 密切 相关 ， 但 并 不 是 相同 的 ， 即 使 在 
很 特殊 的 情形 , 例如 Y 是 一 欧 氏 空间 ,和 限制 为 基 种 类 型 的 空间 如 可 剖 形 或 流 形 之 类 , 而 
押 考 虑 的 实现 与 局 部 实现 也 限制 为 某 种 特殊 的 映 象 ,如 请 断 线性 或 可 微 等 等 之 类 时 ,情况 
也 是 如 此 . 这 两 成 伴 但 的 概念 的 相互 关系 如 何 , 目 前 似 尚 发 握 不 多 ， 

2” 有 这 种 可 能 ， 一 空间 X 到 一 欧 氏 空间 中 的 两 个 实现 《或 局 部 实现 ) 同时 既是 保 向 
同位 又 是 反 向 同位 的 . 例如 一 个 线段 在 一 欧 氏 平面 中 的 通常 的 实现 以 及 把 一 线段 在 R 
中 成 到 形状 的 那 种 局 部 实现 都 是 如 此 ,因此 我 们 将 引入 以 下 概念 . 

定义 4。 一 个 空间 X 到 R* 中 的 实现 f (或 局 部 实现 ) 将 称 为 是 迷 向 的 ， 如 果 f 与 它 
自身 反 向 同位 ， 在 R* 中 的 一 个 子 空间 XX 将 称 为 在 R* 中 处 于 迷 向 位 置 , 如 果 X 到 R* 中 
的 恒 同 映 象 , 视 作 是 一 个 实现 时 , 旋 是 迷 向 的 . 

在 以 下 我 们 将 把 有 关 同 痕 与 同位 的 研究 完全 限制 在 7 = 一 个 欧 氏 空间 R* 的 这 一 情 
形 ， 基 于 (&x 交 的 芳 虑 我 们 将 引 人 一 些 不 变量 ,它们 将 给 出 同 痕 与 同位 的 某 些 必要 条 件 ， 
而 在 以 后 第 六 章 中 ,我 们 将 指出 这 些 条 件 在 其 些 极端 情形 又 恰恰 是 充分 的 . 

命题 1. (RN) 以 一 N 一 1 维 球 为 一 伦 移 收 缩 核 ,因而 

HY(CRN)?) ~ 1, 
其 中 两 个 母 元 素 可 使 之 与 RN 的 两 个 定向 相对 应 . 
证 ， 定 理 的 第 一 部 分 是 $1 命题 1 的 一 个 特殊 情形 ,在 这 个 特殊 情形 中 , (RK*)# 到 一 


sa 92 。 


N 一 1 维 球 的 伦 移 收缩 也 可 用 简易 的 方法 得 出 如 下 , 考虑 任意 点 (rz，m)e CR* 六 ,这 里 
zy te RN 而 x 产 zy， 记 线 段 zx 的 中 点 为 5， 则 点 偶 (x 2) 将 先 沿 从 5 到 R* 的 原点 
0 的 方向 平移 直至 到 达 0, 以 o 为 中 心 的 伸缩 变换 ,又 可 使 这 一 点 偶 继续 伦 移 为 R* 中 
以 o 为 中 心 的 单位 球 S%-: 上 直径 相对 的 点 偶 (z, 二)， 恒 同 (z, 台 ) 为 S% 上 的 点 亏 ， 
即 得 所 需 的 伦 移 收缩 如 定理 第 一 部 分 所 示 ， 从 作法 也 可 看 出 ， 丈 一 多 rz) 力 是 过 0 而 
平行 于 自 x, 至 x 方向 的 半 射 线 与 5! 的 交点 , 因 之 有 
六 :BTICSYD a HSI((RN)) ~ 1. 
由 此 HM-1CCg*#) 的 两 个 母 元 素 与 8*-'(5*-') 的 两 个 母 元 素 相 对 应 ,而 后 者 又 恰 与 R* 的 
两 个 定向 相对 应 . 
记号 ， Fri((gx)#) 中 与 R* 某 一 特定 定向 相对 应 的 确定 母 元 素 在 以 后 将 记 作 
> 
命题 2 设 h 是 将 具有 特定 定向 的 R* 变 为 自身 的 一 个 拓扑 变换 ,名 是 把 CR*)# 变 为 
自身 的 变换 ,定义 如 名 (Cx, %) 一 (Kxz)， 多 2)), 则 
外:HCCRN)) ~ HY-CCRN)Y) (1) 
是 一 自 同 构 ,使 
本 | 4 保持 定向 时 ， 
在 Si 一。 (2) 
一 各-:， 逆转 定向 时 
证 ， 如 果 必 要 ， 至 多 对 R* 作 一 伦 移 ， 即 不 妨 假定 4 保持 R* 的 原点 0 不 变 ， 命 天 
SN-!1 -> (名 >); 是 由 天 xz) 一 (一 x, 十 x) 所 定义 的 映 象 ， 这 里 x€ 8!, 而 一 + 是 x 在 SN 
上 直径 相对 的 点 ， 于 是 共和 名 >-: 即 为 HN-:CS*-!) 中 与 协 合 于 R* 定向 的 定向 Sw-: 相当 的 
母 元 素 , 今 沿 过 一 x 的 半径 伦 移 点 一 x. 至 0, 则 ?将 同 伦 于 映 象 》:S*~! -> CB*)¥, 这 里 
由 产 (x) 一 (0， xz) 定义 , 因而 并 实 N71 一 7* 伟 w+， 对 任 一 点 x€ 8 试 将 h(x) 天 0 洛 
过 h(x) 的 半径 伦 移 至 一 点 ye Sb 则 由 六 (x) 一 (0, y) 所 定义 的 映 象 :SN 一 > ( 廊 *)# 
同 伦 于 名, 因而 这 1 一 * 衣 实学 Nm 这 里 名 实 N-! 一 6 人 N71, 另 一 面 , 由 
i (x) 一 y 所 定义 的 上 映 象 i”:5N-! -> Sw"! 保 向 或 反 向 与 否 视 4 保 向 与 反 向 与 否 而 定 ， 且 
?7” 一 站， 因 之 有 7* 守 N1 一 十 六 侨 N! 或 一 下 实 1, 即 8 一 十 1 或 一 1, 全 视 刀 为 保 
向 或 反 向 与 否 而 定 . 
定义 5， 设 Rw 有 了 确定 定向 , :XCR* 是 一 实现 , 而 入 他 一 (名 ?站 定义 如 和 rz) 
= (Kx zy))， 则 上 类 产 守 w-ie Pr 一 ( 竺 ) 将 称 实 现 f 对 于 Rw 择 定 定向 而 言 
同 痕 类 , 记 作 
OF 一 六 名 Le HY- KY. (3) 
注意 这 一 上 类 依赖 于 R” 所 选择 的 定向 ,而 在 R* 改变 定向 时 改变 它 的 符号 , 
定义 6， 设 RY 有 确定 定向 ， 矿 X 性 R* 是 一 局 部 实现 ， 因 而 有 一 X 的 开 覆 盖 《 = 
{Ui}， 使 1 在 每 一 开 集 U; 上 都 是 拓扑 陕 象 ， 命 从, 为 X 在 短 中 的 去 核 邻 域 ， 由 所 有 点 


。 03 " 


偶 (x,,*2) 所 构成 , 这 里 rm 关 x; 含 于 某 同 一 0; 中, 于 是 由 从 x,,x2) 二 《f(x,), 玉 x2)) 所 定 
的 映 象 

1: W, > (RY)? 
是 有 明确 意义 的 ， 且 上 类 关 衬 we HN-( 户 ,) 在 HV-《 估 /XX,z) 中 的 极限 类 显然 与 省 盖 


AN-(CX) = Limy* SN € HMCK#/ X,Y. (4) 
与 同 痕 类 者 相同 ，4-:(X)》 依赖 于 RN 中 定向 的 选择 ， 而 在 RY 改变 定向 时 改变 它 的 得 
号 . 


定理 1 对 于 RY 的 固定 定向 而 言 , 上 类 GY-《X) 以 及 yACX) 各 为 实现 :XC R* 
或 局 部 实现 f:X 心 R* 的 同 痕 不 变量 或 局 部 同 痕 不 变量 . 

证 . 设 甩 ,所 :XC RN (或 1, 所 :XRN) 是 同 痕 的 (或 局 部 同 痕 的 )， 而 以 F:XX1 
一 RY 为 力 与 厂 间 的 一 个 同 痕 ( 或 局 部 周 痕 )， 对 任意 +e 7, 置 f/X 二 F/X X (站 ， 则 在 
实现 的 情形 由 xz) 一 (fs He) 所 定义 的 映 象 了 :个 一 (RN 六 给 出 了 一 个 力 
与 凶 间 的 同 伦 ， 因 而 佐 科 >- = 荐 衬 > 一 ， 亦 即 6 六 KKX) 二 的 -《(X), 或 的-(X) 是 实现 
f 的 同 痕 不 变量 ， 在 局 部 实现 的 情形 可 设 六 二 {Ui} 是 X 的 一 个 开 覆 盖 ， 使 对 每 一 +€ 1， 
f, 在 每 一 U; 上 都 是 拓扑 映 象 ， 如 前 命 珍 , 为 X 在 多 中 的 去 核 邻 域 ,由 一 切 点 (my ze 
条 所 构成 ,这 里 rm x 含 于 某 同 一 U; 中 , 于 是 对 每 一 上 7， Cxis #2) 一 (f(x), 有 (x1)) 
在 访 , 上 有 意义 , 且 给 出 了 一 个 与 和 : 访 , 一 《NY 六 间 的 同 伦 ， 因 之 

Ne HN,) 

趋 于 极限 即 得 入 -《X) = A 入-《X)， 这 又 证 明了 仿 -'(X) 在 局 部 同 痕 下 的 不 变性 ， 

定理 2， 对 R" 的 一 个 固定 定向 而 言 , 上 类 偶 + 命 CX) (或 上 类 Gy-(X)) 是 X 在 
R* 中 实现 f 的 一 个 同位 不 变量 (或 保 向 同位 不 变量 ). 

证 , 设 有 , 所 是 XxX 在 R* 中 的 实现 , 而 4 是 一 R* 到 它 自身 的 一 个 ( 保 向 ) 拓 扑 变 换 ， 
使 好 三 ,因而 所 与 在 RN 中 是 ( 保 向 ) 同 位 的 ,由 命题 2, 我 们 有 

EN 一 e FN 
这 里 s 一 土 1， 而 在 4 保 向 时 更 有 s = 十 1， 象 定理 1 的 证 明 中 那样 ,定义 六 : 党 一 
(RS 站 如 Fn 和) 一 (Na Ho)) ;= 0,1, 则 有 
6:(X) = EN i= 0,1. 


网 敢 联 二 信 , 故 得 
NX) 一 eBN CX), C5) 
这 证 明了 定理 . 
定理 3， 对 R” 的 一 固定 定向 而 言 ， 上 类 偶 士 你 -KKX), 或 上 类 十 她 -A(X) 是 X 到 
定向 R* 中 局 部 实现 f 的 一 个 同位 不 变量 (或 保 向 同位 不 变量 )， 
证 , 设 f, 天 是 X 到 RN 中 的 两 个 局 部 实现 ， 设 so = {U0}, j 一 0, 1， 是 X 的 两 个 
开 覆 盖 , 使 (i 一 0, 1) 在 每 一 UJ? 上 是 拓扑 映 象 , 命 从 是 XxX 在 个 中 的 去 核 邻 域 , 由 


» 人 4 。 


所 有 点 (x, xz)e RX 所 构成 ， 这 里 如，% 在 某 同 一 UP 中 ， 置 珍 == 季 0 人 衣 2， 则 元: 
玉 一 > (RY 六 ,这 里 六 Cn, zy) 一 (jx 有 (%)), 7 一 0, 1 将 是 有 确定 意义 的 两 个 映 象 , 今 
设 ff 在 R* 中 是 同位 的 《或 保 向 同位 的 )。 则 有 一 R* 到 自身 的 拓扑 变换 (或 保 向 拓扑 
变换 )4 使 hf 三， 与 定理 2 的 证 明 同 样 进行 可 得 
EN 一 eft TNE HY), 
这 里 s 一 土 1, 而 在 4 保 向 时 更 有 8 一 十 1， 趋 于 极限 即 得 
AN-(X) = eANX), 


从 而 证 明了 定理 . 

定理 4 如果 是 空间 X 在 R* 中 的 一 个 迷 向 实现 (或 迷 向 局 部 实现 ), 则 有 

26y-(X) 一 0 (或 2 咎 -(X) 一 0). C6) 

证 ， 在 实现 的 情形 ,可 命 是 一 R* 到 自身 的 一 个 反 向 拓扑 变换 ,而 使 时 三 f, 则 在 
(5) 式 中 有 。 二 一 1, 因而 由 (5) 可 得 (6) 式 .局 部 实现 的 情形 也 同样 证 明 . 

杂 例 : 

1° 设 5C 是 一 圆 ,在 C 上 任 取 三 点 my oa, a3， 则 本 CC#) 7 有 一 母 元 素 =, 以 下 下 
闭 链 为 一 代表 元 素 , 即 : 

z= a X 903) + a X asa1) + as X (Can) 
二 (4203) Xe 二 (es X a + (qa2) X oa。 
今 在 平面 R 中 取 一 贺 D， 将 任意 R: 任意 定向 , 并 取 DD 的 定向 与 之 协 合 , 记 此 定向 加 DD 为 
D, 而 取 反 向 的 DD 为 D， 同样 记 使 a， 2, 4; 成正 向 次 序 的 定向 圆 C 为 C， 今 定义 两 个 实 
现 f, 了 :CCCR 使 KC) 一 访 , 了 CC) = DD, 则 对 上 述 R? 的 定向 而 言 ,将 有 
BC) .2Z 一 十 1， 
OC) .ZS=—1. 

故 由 定理 1 与 2, f 与 了 既 不 能 同 痕 也 不 能 保 向 同位 , 另 一 面 ,显然 可 以 看 出 f 与 了 是 反 
向 同 位 的 . 

2° 设 RI, C, D 仍 如 例 1°, 而 入 为 C 到 RR 中 的 一 个 局 部 实现 , 使 有 CC) 在 有 上 绩 
过 次 ,这 里 太志 0 可 为 任意 正 或 负 的 整数 ， 因 HKC$/C) 心 1 革 1, 以 2Z+ 与 Z- 为 二 母 
元 素 , 且 易 见 

AjCC) 2 一 Ah4CC) 27 = —%, 

因 之 这 些 局 部 实现 和, 对 的 不 同 值 是 彼此 不 局 部 同 痕 的 ， 

3” 设 X 是 由 一 圆 C 与 一 孤立 的 点 了 所 构成 的 空间 ， 定 商 C 并 定义 如 例 1>， 则 
Hi 验 ) 有 两 个 母 元 素 ,其 中 之 一 是 Z, 另 一 为 2 以 2 一 Px (C ) 为 母 元 素 , 在 定向 平 
面 R 中 取 一 定向 圆 忆 例 如 1°, 此 外 又 在 DD 内 取 一 点 9, 而 在 D 外 取 一 点 9。 定义 实现 
fi fi ,i :CRI, 使 

HC)=AHC)=D, fC)=HC)=D, 
fi(P)=f(PD)=0, KP) 一 成 P = 0,, 


» 0 


则 对 上 述 R? 的 定向 而 言 ,将 有 
GX). 
GO}(X) 
BCX) 
OCX). 


由 这 些 关 系 可 知 乒 与 有 (同样 上 与 有 ) 虽然 处 于 同位 ， 但 并 不 处 于 保 亲 同位 ,而 五 与 所 则 


都 不 与 天 或 厂 处 于 同位 , 


4° 设 天 是 将 三 个 线 眉 (Cava1), ( a0a2), Caoa3) 在 fo 处 粘 合 所 得 的 复 形 ， 而 和 一 | 天 | 3 


Z 一 BCX) 2 一 一 1. 


在 Xz 中 有 一 不 同调 于 0 的 一 维 下 闭 链 


gO—= a XxX Coa) + a KX aa3) 十 2 X (a3a0) 
+ a XX Cao) + 03 X (Cano0) + a X (a0a;) 
+ (qd) X at (aa) Xa (ag) X a, 
+ (qa0a) XX at (qd) X a + (qn) X a, 


下 闭 链 x 代表 了 Hi(X3) 的 一 个 母 元 素 2. 


在 平面 R! 中 取 四 点 各 bb, bs 与 三 个 简单 弧 一 Bb，B, = bobs，Ps 一 hob， 使 
Bi, Bus B 除 在 如 外 不 再 彼此 想 过 ， 这 样 一 个 图 形 将 称 作 一 三 弧 形 ， 并 记 作 [8., 8,, BP] 
《X 也 是 一 个 三 弧 形 )， 今 定义 一 实现 f:XCR?, 使 大 ao) = bo, a6;) 二 8,1 二 1,2,3. 
取 一 R’ 的 固定 定向 并 对 此 定义 同 痕 类 ， 试 将 绕 刀 先 旋 转 至 8, 再 旋转 至 6;, 则 在 这 个 


旋转 与 R 所 择 定向 协 合 时 ， 将 有 6XX). Z 一 十 1 否则 将 有 6XX) 2 一 一 1!， 因 之 


上 上 述 两 种 类 型 的 实现 不 处 于 保 向 同位 ， 
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第 四 举 
用 上 同调 运算 表达 的 嵌入 与 漫 入 的 条 件 


$ 1. 在 周期 变换 下 具有 不 变 子 复 形 时 的 Smith 理论 


第 二 章 曾 详细 地 讨论 了 复 形 在 周期 变换 下 没有 不 变 胞 腔 所 成 简单 组 的 Smith 理论 ， 
本 章 将 讨论 一 般 情 形 . 

定义 1， 设 六 是 一 (抽象 的 ) 胞 腔 复 形 ,而 并 是 一 由 用 到 自身 的 一 对 一 胞 腔 映 象 + 所 
组 成 的 一 个 乘法 群 , 具 有 了 以 下 诸 性 质 : 

1? 对 任意 56 民 ,t,t € TT, 有 (16) 一 (#11)6, 而 对 任意 66 人 有 16 一 6#, 这 里 1 指 
工 中 的 么 元 素 . 

2” 如 果 一 个 胞 腔 #e 天 在 工 的 某 一 上 关 1 下 是 不 变 的 ( 即 ;5 = 的 , 则 它 在 任 一 上 ET 
下 都 是 不 变 的 . 

3” 若 一 胞 腔 56€ KR 在 任 一 上 ET 下 都 是 不 变 的 ， 则 它 的 所 有 的 面 也 是 在 任意 *e 了 
下 是 不 变 的 ， 

对 这 样 的 一 个 组 (KR, T) 来 说 , 及 中 所 有 在 任意 上 < 7 下 都 是 不 变 的 那些 胞 腔 构 成 了 
民 的 一 个 闭 于 复 形 A， 我 们 将 称 之 为 组 的 不 变 子 复 形 . 

定义 2。 对 于 象 定义 1 中 那样 的 组 (入 ,7), 可 将 天 中 的 胞 腔 分 成 等 价 类 ,使 两 个 胞 
腔 G1, %& RR 在 同一 类 中 与 否 ， 视 有 无 :ET 使 培 一 人 而 定 ， 记 含有 5 民 的 等 价 类 为 
x(5#), 则 所 有 这 些 等 价 类 的 集体 将 构成 一 复 形 (参阅 第 二 章 $1 命题 1), 如 果 我 们 定义 任 
一 类 o 的 维 数 为 它 所 含 任 一 5€ o 的 维 数 ， 又 定义 o'《o， 视 有 无 HE0o, 9 E00, 使 人 96 
而 定 , 又 在 dmo == dimo 一 1 时 ,定义 lo,o] 二 [6, il] 或 一 [ii], 视 oe 天 一 


人 A 或 E 人 而 定 ,这 里 人 一 x(A). 这 一 复 形 KK 将 称 为 组 ( 尺 , 了 ) 的 模 复 形 , 并 将 记 作 天 /了 . 
胞 腔 映 象 <:KK 一 KK 将 称 为 组 的 投影 同样 ,在 工 有 限时 ,组 的 反 投 影 将 定义 为 由 元 c) = 
{6/n(6) 一 o} 所 定 的 胞 腔 对 应 2:K > KK. 

附注 1。 对 一 象 定义 1 中 所 说 那样 的 组 (六 ,7)， 命 从 为 其 不 变 子 复 形 时 ，( 民 一 人 A 
7T) 将 是 在 $ 1 定义 工 意义 下 的 一 个 简单 组 , 旦 (人 入 一 AT 一 太一 A. 

附注 2， 为 证 实 天 一 R/T 确 成 一 复 形 ,只 须 验 证 关系 

SS 三 2ifayo]. lc ， 0 “1 一 0 

即 足 , 其 中 oc,o” ”EK 有 4 = dmo = dmo” 十 2， 而 之 展开 于 所 有 使 dimo 二 4 一 1 的 
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IE 天上 ,为 此 先 设 rzEA, 则 5 简化 为 一 和 , 展开 于 oz € A 上 ,因而 3 一 0 是 显然 的 ,次 设 
co“E 开 一 A, 则 有 ce 玉 一 人, 而 $ 简 化 为 一 和 ,展开 于 ce 玉 一 人 上， 因而 3 一 0 可 由 
第 二 章 $ 1 的 命题 1 得 出 。 此 外 须要 考虑 的 情形 旋 是 ot kK 一 A,，o”€ A, 今 取 固 定 的 
GE€0 与 96” E00”"， 并 对 每 一 0 取 定 一 8 Ea 。 将 5 中 的 和 式 分 成 两 部 分 之 与 2:， 各 展 
开 在 g 一 1 维 胞 腔 o EK 一 和 人 与 o'€ 人 A 之 上 , 则 有 


S = 5 > [0,5]: [0,0"] + D1e, 9 [9, 0"1 


te€T 


= 一 > >) i6, 10"] 本 [2 ， 6"] 十 了 ， [c， ¢’] ， [2 ， 6G"], 


因 让 中 的 g 一 1 维 胞 腔 全 体 , 恰 由 te 了 与 o€ K 一 人 的 所 有 胞 腔 培 ,以 及 o'€ A 的 所 
有 胸腔 六 所 构成 , 故 有 5 = ,16, 5] [9', 5'], 其 中 如 ,展开 于 尺 的 全 体 g 一 1 维 胞 
腔 六 上 ,因而 5 = 0, 如 所 欲 证 ， 
记号 ,在 以 下 (KK, z) 将 指 一 固定 的 组 ， 以 7 心 7 为 变换 群 ，: 是 了 的 指定 的 母 元 
素 , 不 变 子 复 形 为 A, 模 复 形 为 K 二 尺 /i, 而 投影 与 反 投影 各 为 # 与 z?， 如 定义 1, 2 中 所 
示 ,K 的 子 复 形 xA) 与 A 在 x 下 同 构 , 将 记 作 人 ,与 第 二 章 相 同 ,我 们 将 置 
5 一 1 十 上 十 … 十 此 
d=1—i, 
| i 二 价 数 时 ， 
”Le 一 数 时 ， 
p 二 :( 或 4)， 
于 是 
5 一 4d (或 5). 
对 任意 p 二 :或 4 又 记 p; 表 Pb 或 5, 视 i 为 偶 或 奇 而 定 . 
设 是 尺 的 一 个 闭 子 复 形 ,包含 了 A 中 所 有 的 胞 腔 ， 且 车 G6e %, 则 也 有 培 E 这, 于 
是 (KK 一 上 , ?) 是 一 在 第 二 章 $1 意义 下 的 简单 组 ,在 这 时 我 们 将 用 记号 : 
CHR— F,1; 6G) = CHK, ,7; G), 
HOCR— ,1; G6) = HOCKR, ,1; G)， 
余 类 推 ， 于 是 在 第 二 章 中 所 发 展 了 的 理论 即 可 应 用 来 讨论 这 些 “ 相 对 ”和 群 ， 特 别 是 特殊 
Smith 同 态 
Fax: HPAR — A, t; G) — HYN(R — A, 1; G), 


在 现 用 符号 下 将 变 为 同 态 
big: HEAR, A, t; G) > HYAC(KR, A, 1; G)， C1) 
同样 也 有 Smith 同 态 
ix :Ha K, A; IG) > HAK, A; G'), (2) 


余 类 推 ,其 中 G' = G 或 G/pG, 视 i 为 个 或 奇 而 定 . 
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为 了 要 把 可 能 有 的 不 变 子 复 形 A 考虑 进去 ， 我 们 将 在 以 下 引入 各 种 “绝对 的 ”与 " 相 
对 的 ” 群 以 及 它们 之 间 的 一 些 同 态 ， 上 月 然 这 些 都 是 P. A. Smith 工作 中 所 已 有 的 ， 为 人 
述 上 简单 起 见 我 们 将 使 用 下 面 的 记号 : 

(a) 如 膝 5 是 一 复 形 天 的 一 个 胞 腔 的 集合 ， 而 * 是 到 的 一 个 下 链 ， 则 我 们 将 用 记号 
+CS, 如 朱 z 可 写成 * 一 之 80 形状 ,这 里 oe 5, 同样 , 一 个 玉 的 上 链 “如 果 对 每 一 不 
在 3 中 的 胞 腔 5 都 有 xc) 一 0, 则 我 们 将 用 记号 xC 3. 

(b) 设 ( 玉 , 纹 是 以 和 为 不 变 子 复 形 的 组 , 则 对 任意 让 中 的 下 链 (或 上 链 ) 8， 我 们 将 


c= Ne + De, 
这 里 Nzc 和 一 入, 入 2C 和 .同样 ,对 任意 天 = 访 /1 中 的 下 链 (或 上 链 ) ec, 我 们 将 置 
c= Nc De, 
这 里 NeCK 一 A, DeCA. 
定义 3。 一 个 下 链 XE C, (从, G) 将 称 为 是 一 个 p 下 链 , 如 果 有 psg 二 0， 这 一 2 下 
链 又 将 称 为 一 2 下 闭 链 ,如 果 它 义 是 一 下 闭 链 , 它 将 称 为 一 2 下 边缘 , 如 果 它 又 是 一 个 
下 链 的 边界 ， 它 们 所 构成 的 群 将 各 记 为 CYXCKR, t; G), ZKR, zt; G) 与 BOCKR, 1; G). 
在 x* 是 一 ?下 边缘 时 有 时 我 们 也 用 记号 *~0, 而 在 两 个 ?下 链 和 ,各 有 关系 名 一 各 守 0 
时 我 们 也 用 记号 各 > 各， 因 BYXK, z; G)CZYXKR, 1; G), 故 商 群 
HOCKR, 1; G) = ZONKR, 1; GN/ BOKR, 1; G) 
人 看 称 为 组 Ck, 2) 在 系 数 群 6 上 的 O 下 同调 妖 , 共 元 素 则 称 为 P 下 同调 类 . 若 
pa 
引 理 1。z€ C9( 有 ,6 1,) 的 充 要 条 件 是 可 写作 形状 
t= Pay 二 +, (3) 
其 中 YCR 一 A, YCA, 
证 . 设 XE CYXAR, zt; 了), 则 pgN%Y 二 pa 一 paDz 一 0, 因 NYC 一 A, 而 ( 廊 一 
人 A, ) 是 第 二 章 $ 1 意义 下 的 简单 组 ， 故 由 第 二 章 $ 2 命题 1 可 知 , 应 有 CR 一 A， 使 
+ 二 psY， 于 是 一 Nz 十 Dz 即 具有 形状 (1)。， 因 对 任意 CA, 由 于 系数 群 是 1, 时 
恒 有 psy 一 0, 故 其 逆 也 显然 成 立 , 
引 理 2， 设 关 一 pa 了 十 六 E CYX 民 ,tz; 1,) 为 一 pP 下 链 , 这 里 YC 一 A, CA, 由 
在 * 是 一 下 闭 链 时 ,py 与 六 二 者 都 是 下 闭 链 ， 又 在 是 一 ?下 边缘 时 , p47 在 放 一 A 
将 为 一 ?下 边缘 ,而 则 在 A 中 为 一 下 边缘 ， 
证 . 我 们 有 6 一 poy 十 897， 故 纺 一 0 将 列 含 8 六 一 0， 而 8(pa) 一 0, 即 5#3 
与 六 都 是 下 闭 链 。 如 果 * ~ 0 因而 # 一 38(Cpal 十 5), 这 里 ZC 一 A, 而 ?CA, 则 将 
有 Pa(y 一 62) 十 (一 05 ) 二 0， 由 此 得 一 6c’ 一 0 与 p#7 一 6(p#l) 一 pa(Y 一 
8682) 一 0, 即 5 在 六 一 全 中 0, 而 六 在 A 中 ~0， 这 证 明了 引 理 


二 | 
i 


匡 
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对 于 所 设 组 (让, 的 各 种 通常 与 特殊 下 同调 群 间 的 同 态 , 下 面 提出 的 一 些 对 我 们 是 
有 重要 意义 的 , 我 们 将 限制 于 系数 群 是 7, 的 情形 , 虽然 大 多 数 间 态 都 可 推广 到 任意 系数 
群 的 一 般 情形 ， 

1° x: HA, 1,) > HOOKR, #1; 1,). 

对 任意 Ye Ca(A, 7T) 定义 一 对 应 总 :XY 一， 则 因 psx 一 0, 1, 将 引出 上 述 同 态 

2° Lr: HKR, 1,) —> HOR, 1. 1,). 

这 由 对 应 :2 一 5 所 引出 ,5%e CR， 1,) 任意 . 

3° fr: HOAKR, 1; 7) 一 PK( 民 ， 1; 1,). 

对 任意 和 6 ZFX 尺 ,#; 1,) 把 它 写 成 形式 (1): 二 Fe 十， fiox 将 由 (多 值 ) 
对 应 六: 一 人 8 所 引出 ， 其 中 67 依 引 理 2 为 5 下 闭 链 为 说 明 这 点 ， 试 设 男 有 * 二 
Pa 十 入 ,这 里 和 握 玉 一 全 ,条 CA 于 是 py 人 一 多 一 一 (六 一 名 ) 一 0 0, 因 而 有 某 -~ 7 
人 一 公使 9 一 一 px#fi, 而 有 8687 一 88 一 8 站 0. 因 之 PB, 引 出 一 同 态 ZK, 14; 1,) 

一 有 (Ri 1,)， 如 果 Y€ BA( 尺 ,1; 7)， 因 而 2 一 8(p82 十 2 )， 这 里 2 CR 一 A， 
5CA， 则 有 和 一 PN6z + 62', 而 ON6z 一 一 0D8¢€ BI(R, i: 1,)， 故 ,将 引出 辐 
态 fxr, 如 所 和 欲 证 ， 

我 们 将 置 

应 = fiipy = fips fy sfior: HPAR,z : 1,) —> HYOCR,z ; 1,). 
4° Sr: HECKR,; 1,) —> HR, I,). 
一 同 态 将 由 恒 同 对 应 和 :Xf 一 + 所 引出 ,这 里 XY€ CPXKK, 1; 7,) 任意 . 

5° a: HPACK, #; 1,) —> HA, 1,). 

定义 6:CFXK, i; 1,) 一 Co(A, 了 1) 为 0x) 二 一 DX, 这 里 XY 形 如 (1) 式 所 示 ， 
于 是 由 于 引 理 20, 将 引出 上 述 同 态 6。x. 我 们 也 将 定义 

0 = x*0, HOCK, ss t; 1,) > HA, 1,) —> H,(A, 1,). 
° Fo: HONKR, 4; 1) —> HOR, A, 1; 1,). 

对 任意 XE CYXKK, zt; T,), 把 它 写 成 (1) 的 形式 二 px 十, 则 由 引 理 2 在 是 一 
Pp 下 闭 链 时 ,pa 是 尺 一 A 中 的 一 个 下 闭 链 , 它 在 (KR 一 A, 4) 中 的 p 下 同调 类 只 与 
的 2 下 同调 类 有 关 ， 因 之 定义 j,: CPYCR, #5 7) 一 CR,A,t;1,) 为 了 (2) = pn) = Nz 
时 , jy, 将 引出 上 述 的 同 态 ?*。 同 样 我 们 将 定义 

jp# 一 To#7o#: HY PR, zi 1,) ~—> HOR, A, i; 1,)—> HK, A; 1,), 
其 中 ro* 如 第 二 章 $ 2 命题 6 中 对 简单 组 (KK 一 人, 7) 那样 定义 。 注意 jox 直接 可 由 对 应 
jp: 一 > anNt 引出 ,这 里 XE CAK, t; 1,) 任意 . 
7° for = ako: HR, 1) > HER ; 1)) A HOR, A, 1 1,), 
以 及 
gx = jorhor : HAK, 1,) —> HOAKR, 1; 1,) > HAK, A; 1,). 
和 kx 这 时 与 po 二 :或 4 无关， 
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命题 1， 在 下 述 图 象 中 
HEXKR, t; 1,) HR, 1,) S$ HOKE,t; I 由 -有 HDR, 1; 1 SH, KR, 1,) 


je。 


H(A, 1,). 


有 以 下 诸 关 系 : 
Im Br = Ker ,x, (4) 
Im hr C Ker fiox,s (5) 
Im px 一 Ker Dx, (6) 
再 省 ,(6) 式 还 可 增强 为 
Ker ,x = biox (Ker 6,«). 《6 ) 


证 .直接 从 诸 同 态 的 定义 可 知 Im $xCKerhx, Im hx CC Ker fiox 写 Im fiox CC Ker?,x 
为 证 (4) 式 的 另 一 部 分 ,可 设 *E Zs(KR, J,) 而 有 ixy0。 则 有 pax 一 82, 这 里 2 二 
547 十 防己 RR 一 A, 而 CA, 由 此 得 px(* 一 68) 一 08 一 0, 而 一 07€28 
(CK, 1; 10), DF — 07) 一 主 一 07 ~ 放 , 亦 央 Ker 和 x CC Im x， 为 证 (6) 式 的 另 一 部 分 ， 
可 设 XE HPDCR, +t; 1,) 而 有 Dox 六 二 0， 任 取 人 XE 名 ,因而 DX 二 在 证 中 ~ 0 ， 于 是 
?一 05, 因 Op#Ne 一 0p#c 一 P405 一 p47 一 0, 故 paNs 属于 某 下 关 C EHP(K, 1; 1,). 
因 ONz = 和 一 05 ~~ 故 有 sc 一 和 或 即 Ker josCIm Pos。 因 方 (asNz) 一 0, 故 有 
6oxC 一 0， 因而 (6) 的 增强 部 分 (6 一式 也 同时 得 到 了 证 肯 . 

命题 2. 下面 的 图 象 是 可 交换 的 : 

. — H,(, 7 ) S$ HC, 1; 1,) —> 


Po# ~ D Pr 
> WOR, 1; 1,) —> HKR, 1,) > 


fx fo fox Ix 
> HRA TD) HOCR, A 1) ES HD CK, Kts1,) SH KAN) > 
其 中 站 类 和 (ERA) 是 包含 映 象 ， 而 下 一 行 是 简单 组 ( 代 一 入, 站 的 Smith-Richardson 确 
列 . 

证 , 对 XE EH, (7 有 和 7 和 一 和 一 站 和 一 万 与 了 2 一 了 5 一 De， 
改 7 一 76%, 而 左边 的 方形 是 可 交换 的 ， 

对 f= P47 十 六 EYE HPXR, 1 了,), 这 里 了 CK 一 A, CA， 有 jx 一 P47 与 
N67 一 Bg_x 了 € 所 sjos 党 ， 另 一 面 有 876 As 党 与 和 N87 € joxjior 禄 , 因 之 中 间 的 方形 也 是 可 
交换 的 . 

设 半 一 p# 了 十 六 E 久 EE 态 加 ( 民 ，1; 1[,)， 这 里 


里 了 己 廊 一 A, 而 CA， 则 $7 二 
D(Cp#7) 一 pty， 而 在 民 一 从中 有 条 3 二 jCp#3》 十 六 ) 一 p 疗 ， 因 之 有 有 边 的 方形 也 是 可 
交换 的 ， 
命题 3 下面 的 图 象 是 可 交换 的 : 
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Hop* {Fy 


~ 4 ~ ~ be ~ 
“0 > HA(k, 1,) — > HPCR, 1; 1,) 一 > Hed(K, ts 1,) 一 和 HKR, 7 一 


-一 一 万 ， (K, 1,) 一 > H, (K, A; 1,) 一 一 一 (A, 1,) —> Hl {KkK, 1,) 一 一 > 
其 中 下 一 序列 是 侦 《K, A) 的 正 合 下 同调 序列 . 

证 , 设 *€ XE HA(RR，T,)， 则 有 jz 一 NzgX 一 x#aNiCK 一 A 与 jijt 二 jo6#7 
一 joD#N? 一 x#N%Y， 故 左边 的 方形 是 可 交换 的 。 其 次 设 二 pa 了 十 六 EEHYXR, 1; 
1), 这 里 了 CRR 一 A, 站 CA。 又 没 好 == p 凑 十 ， 这 里 SC 及 一 从 YCA, 则 BYE€ 
fn, Mi zg € OaxfioxX， 另 一 面 有 j 计 一 xx) 而 OCjat) = Orgy 一 x#07 = x#2', 故 
中 间 的 方形 也 是 可 交换 的 , 再 设 半 一 pg7 十 EXEHYKCK,t;T,), 则 有 gD,X 一 za(pn》 
十 六 ) 一 x 与 i4057 一 iqr#》 二 mt 和， 故 右边 的 方形 也 是 可 交换 的 ， 

命题 4 下面 的 序列 是 正 合 的 : 

0— H(A, 1,) -人 Ho(CR, 1; 1,) 2 HARKR, A, 1; 1,) — 0. 

证 ， 因 每 一 尺 一 人 中 的 p 下 闭 链 p43 也 自然 是 候 中 的 一 个 下 闭 链 ， 故 和 是 一 
满 同 态 ， 如 果 %E XE EU(R, 2 1,) 有 形式 (1), 而 在 ( 优 一 入 , 羽 中 有 7 一 5 好 ~ 0， 
因而 5 好 一 858g, 这 里 89' 一 9g_5， 而 #C 信 一 从 则 在 (全 ,1) 中 有 = 0'548 十 一 
zz 十 入， 又 有 2 ES， 故 知 Kerjox CImiwx， 因 jwiox 二 0 是 显然 的 ， 故 有 
Ker jr 一 Im io*， 最 后 设 Se ZE H(A, 了,), 而 iorxZ 一 0 或 即 在 尽 中 8 ~ 0, 则 依 引 理 
2 将 有 ijs ~ 0( 在 A 中 ), 故 i 是 一 无 核 同 态 . 

命题 5。 fox:HYXK, zt; 1) > HYXKR, A,z; 1) 在 HYX, 4; 7,) 的 子 群 14H,( 久 ， 
1,) 上 是 一 无 核 同 态 . 

证 ,如果 XE 久 E Hs( 必 ,了 ,), 而 在 (六 一 A, z) 中 有 jz 二 Pax ~ 0, 因 而 在 六 一 
A 中 有 pst 二 85#5， 这 里 6 二 Bg_x, 而 CK 一 和， 则 在 尺 中 将 有 B'p4t 一 85#2 一 
5s85， 故 在 六 中 也 有 pst 一 6p#z， 或 即 在 (证 ，t) 中 有 j% 和 ~ 0, 帮 jow 在 LH, 1，) 
上 是 无 核 则 态 ， 

现在 考虑 对 组 ( 尺 , 1) 来 说 有 关上 同调 的 一 些 群 与 同 态 。 因 为 (证 一 A, 1) 是 一 简单 
组 ,第 二 章 的 理论 对 它 是 完全 适用 的 ,我 们 也 将 应 用 该 章 的 符号 , 例如 

HeyKR — A, 1; G) = Hin(R, A, 1; G), 
等 等 . .于 是 Smith 特殊 则 态 
i 或 [HER — A, it; G)—> Heti(R — A, 1; G), 
其 中 wm = p 或 5, 视 i 为 偶 或 奇 而 定 ,将 变 为 
po 或 卫 :H(K, A, 1; G) > HK, A, 1; G). 
同样 有 Smith 同 态 


~ 


HAK, A; G) > HCA(K, A; G'), 
其 中 G 一 G 或 G/pG， 视 ;为 偶 或 奇 而 定 . 但 是 ,简单 组 (六 一 A, 1) 的 下 同调 与 上 同调 
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虽然 是 彼此 对 偶 的 ,对 组 ( 仿 , /) 来 说 情况 却 并 非 如 此 ,因为 这 时 入 是 及 的 一 个 闭 子 复 形 . 
因此 我 们 不 能 期 待 对 于 下 同调 的 同 态 1° 一 7? 对 上 同调 都 有 相应 的 同 态 , 就 我 们 的 县 标 来 
说 , 下面 的 一 些 同 态 将 是 有 较 重 要 意义 的 ,系数 群 则 仍 将 限制 为 1， 

1* A#:Ho(K, 1,)—> HER, ;1,). 

这 由 同 态 

i#: CR, 1,) -> Ce (KR, t; 1,) 

所 引出 ,这 里 容 定义 如 #5) 一 (p45), 人 EE Ce( 必 , T) 66 天 任意 ， 

2* EHAR, IT,)—> HECR, A, #; 1,). 

这 由 馈 所 引出 ,而 穴 是 懂 再 继 以 限制 

jo: CE CR, ts To)—> CeoCKR, A,z; 1,) 

所 定 , 这 里 ?MO 一 交 ), 训 E CoM(K, 1; 1,),G EK 一 A 任意 .注意 7 并 不 与 上 边缘 运 
算 可 交换 ,因而 7 并 不 引出 特殊 上 同调 群 闻 的 任何 同 态 , 但 直接 验证 可 知 恕 则 俏 实 引出 
特殊) 上 闻 调 群 间 的 同 态 . 

3* fg :HCKR, 1,) -> HACK, A; 1,). 

这 将 定义 为 

[一 ze 2 AK, 1,)—> Ho(R, A,z; 1,)— HAK, A; 1,), 

其 中 起 对 简单 组 (及 一 A, 7) 象 第 二 章 $ 2 的 命题 4, 6 中 那样 定义 ,注意 这 一 同 态 x* 与 
p 之 为 “或 4 与 否 无 关 , 而 可 直接 由 对 应 n: 站 一 和 NCC KK 一 A), 间 E C4( 尺 1) 来 导 
出 ， 

4 (AT > HECKR, A, st; 1,). 

对 任意 上 闭 链 交 Ee Zo《A, 1,), 命 六 € CKR, 7) 为 这 样 的 上 链 ， 对 此 2C6) 一 &(5) 
或 0 视 5€E AK 或 8E 民 一 人 而 定 ， 则 62 可 视 为 外 一 入 中 的 上 闭 链 ， 对 任意 5#e 度 一 人 
有 8341 一 #65) 一 64 一 2G) 或 dt(52) 一 0, 于 是 更 有 otC52) 一 0, 不 沦 
2 一 5 或 4， 同 态 加 于 是 即 由 对 应 疯 关 一 8 所 引出 ,这 里 5 视 作 是 一 2 上 闭 链 ， 

命题 二 下 面 的 图 象 是 可 交换 的 : 

H(A, 1,) 3 Hes' (KR, A,z; 1,) 
| a 
HeCA, Te Hori(K, A; 1,) 
其 中 6* 为 上 边缘 同 态 , xa:A 一 人 A 为 投影 ,而 
1，。 p= 二 4 或 p= 2， 
本 p 一 5 以 及 请 二 2 

证 . 设 wEUEHIAA, 了 ,), 而 ww 为 K 中 的 上 链 , 在 天 一 公 的 胞 腔 上 取 值 0, 而 在 和 

的 胞 腔 上 取 值 与 相同。 设 ra 一 &, 而 zw 二 部 ,因而 名 在 尺 一 A 上 取 值 0, 而 在 和 
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Up,p 


上 取 值 与 冬 相 同 ， 则 8 = ve 6*U, 62 一 s0, VCKR 一 A, 而 坟 V 既 EE 于 x*U, 也 € 6* 
ra7， 命 了 一 1 十 2 十 十 (一 18 到 间 一 人 dmodbp 因 有 0 一 v 而 动 (Cd 


5) = Fe. 故 立 得 8#zX0 一 qs- 8*U, 如 所 和 欲 证 ， 


命题 2*。， 在 下 述 图 象 中 


A Ha ~ 
HE CK,A,t;T,) — > HR, A, t; 1,) 
素性 AN 


人 
HCK,A;1,) s 5 HK ,A,t;!,) 


和 /A 

HAR,I) 一 > H(A,1,) 
两 个 三 角形 都 是 可 交换 的 ， 而 中 间 的 方形 则 是 反 交换 的 ， 即 谍 访 = 一 站 玉 (下 面 的 序 
列 即 复 形 偶 CK, A) 的 上 同调 正 合 序列 ， 而 上 面 的 序列 是 简单 组 (证 一 A, 1) 的 Smith. 
Richardson 正 合 序列 ). 

证 . 试 证 例如 中 间 方 形 的 反 交 换 性 . 设 关 6E CeHs( 证 ,1,) 而 各 二 2, 这里? : 
民 为 包含 映 象 . 设 六 为 是 中 的 上 链 ,在 证 一 上 取 值 0, 而 在 和 上 取 值 与 加 相同 , 并 将 
& 写 作 六 二 V 十 上 六， 这 里 YC 己 放 一 和， 于 是 5 1p € ExU, Wm 6 € LRU, 因 62' € BS¥2*U, 
Ti 5t 二 0 弟 含 了 2 = 一 62', 故 得 所 证 ， 

命题 3*， 对 UEH?《A, 1,) 与 0 二 xxUE Hr(A, 了 ,)， 这 里 za:A 一人 A 是 投影 有 


Ta ER, ca U = LO*DU, (7) 
而 
10， 二 偶数 且 p> 2 时 ， 
EARN U 一 ， (8) 
LU， 二 奇数 或 p 二 2 时 ， 
因而 对 任意 ， 


(EX (ads U 一 kU. (9) 
证 . 由 第 二 章 $ 3 的 命题 4 以 及 上 面 的 命题 1*, 有 
元 5 一 pi drtU = BY ， 

这 证 明了 (7). 今 取 &e 矿 ,而 命 六 为 证 中 的 上 链 ， 在 一 A 上 取 值 0, 而 在 A 上 与 # 
相同 ， 命 = 6&g, 6 一 6k, 6 二 ,CR 一 A， i 二 ww， zz 二 vy， 则 有 64 = 
v€ 6*U ,dtd#y € 0 ,这 里 4 一 1 十 27 十 十 (yp 一 11)? 了 因 5 是 民 一 人 中 的 上 闭 
链 , 故 在 人 一 A 中 有 上 链 5 使 62 一 a#21,65, 一 AH 或 6(d Dp) = sD, 6(d'#9,) = 
ns 6V2it 一 dA(d #521)， 由 此 得 dCd #25) 96， 6 fn5* 宁 ， 对 让 是 
偶数 有 请 > 2 时 , 因 之 有 翅 )Ei6YD 3 二 dt 一 0， 另 一 面 在 是 奇数 或 p == 2 时 ,有 


"104。 


FE ,00 因 位 ,4} 是 ze 6*U 的 一 个 分 解 , 故 又 有 到 Vi € p68*U, 而 这 证 明 
了 (8). 
命题 4. 对 De Hs( 定 , 1,) 有 


| Ph 一 奇数 时 ， 
Ki 站 人 7 一 ~ (10) 
上 0" ar， pk 二 偶数 时 . 
其 中 A 己 民 为 包含 映 象 ,而 5*, ra 如 前 . 
证 .由 上 面 的 命题 2* 与 3* 以 及 第 二 章 $ 3 的 命题 4, 有 
ps 一 一 元 Ca) 应 友 ， wisU 
一 2 RU 一 一 雹 和) kb, CE 和 这 
0， R 一 工 一 偶数 且 记 > 2 时， 
(et 一 1 一 奇数 或 p 二 2 时 , 
由 此 即 得 (10). 
最 后 , 我 们 将 提醒 Smith 同 态 u*( 尺 ,A, tx) 都 是 拓扑 不 变 的 ,更 详 言 之 , 命 
WHIAK, A; G) 2 HAC X*, G) C11) 
为 第 一 章 § 1 中 所 描述 的 确定 同 构 , 这 里 入 一 | 用 | ,全 * 二 名 一 |A|,X* 二 */zx, 则 有 
PR (12) 


其 中 jt 为 组 ( 尺 , A, tx) 的 Smith 同 态 , 而 Ei* 为 组 (%*， tx) 的 紧 致 Smith 同 态 , 证 明 
可 从 定义 直接 导出 ,从 而 上 略 去 ,在 本 节 中 所 引入 的 其 他 许多 同 态 也 很 容易 闵 述 成 拓扑 不 变 
的 性 质 ,但 我 们 都 将 略 去 不 提 ， 


$2. 在 积 复 形 中 的 特殊 下 同调 


记号 . 及 二 有 限 单纯 复 形 , p == 质数 , 人 一 P 重 积 复 形 K xX，… x 天 , 带 有 通常 的 
齐 分 。 dx:|K| 一 | 及,| 为 对 角 映 象 ，As 一 当 xe la] 时， 所 有 dx(x) 所 成 的 点 集 , 这 里 
5 是 玉 的 单 形 . 人 = Ax = 由 o EK 时 , 所 有 胞 腔 A 所 成 的 复 形 , 在 对 应 和 :cc 一 A, 下 
与 kK 同 均 ,+ 一 | 廊 ,| 中 由 下 式 

A(x1y sy to) = Cx, os 11), K€ |K| 
所 定义 的 巡 过 变换 ，w 龟 , 一 任 一 六 ,满足 下 两 条 件 的 胞 腔 剖 分 : 

(a) o 度 ,含有 Ax 为 子 复 形 ， 

Cb) wo&, 在 + 下 不 变 ， 即 + 轮换 wo 放 , 的 胞 腔 ， 因 而 引出 一 o 乱 , 中 的 广义 胞 腔 映 象 ， 
仍 将 记 之 为 :。 注意 这 样 的 剖 分 总 是 存在 的 , 例如 第 一 章 $ 2 所 引入 六 ,的 第 一 与 第 二 标 
准 衣 分 oj 民 ， 与 o 民 。， 即 满足 条 件 (a) 与 (b)， 对 于 这 样 的 剖 分 我 们 将 记 

wo#: CAKR,, G)— CwR,, G) 
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为 相应 剖 分 所 引起 的 链 映 象 , 由 部 分 所 引起 的 确定 同 构 则 将 记 为 
oxiH(K,, 6G) ~ H,(wR,, G). 
对 任意 zs€ ZE HAK, 了 1,),i 二 1,'…,p, 不 论 p= 二 2 或 p 之 2 都 有 
i#0O#CIL Xe X83) = wnti#lz1 XXX 20) 
= (—1) G0. wa X :+ X gp X 21) 
一 wa(22 XXX gz X 8)， 
如 果 我 们 对 任意 *k ZK，7p) 与 Z€ HAK, 了 1,) 置 


CrysX...Xz 与 WrZ=ZX:.*. XZ, 
Te | 


则 有 
#0#COP2 一 00# 人 CO1z , 
因而 wx# 多 *z 既是 一 4 下 闭 链 又 是 一 下 闭 链 ,对 任意 z1, zze ZK， 7 ) 又 有 
maz 十 22) 一 WF 十 WaS 十 S40#C, 
这 里 < 是 一 由 形 如 zz X #2 X …… X z 这 一 类 的 项 所 组 成 的 项 ,因而 < 总 是 一 下 闭 链 , 而 
产 -1 
在 2 或 *; 是 下 边 绿 时 又 为 一 下 边缘 .。 因 之 对 应 z 一 o#@*z 将 引出 同 态 
BHAK, 1o) 一 HECoR,, #: To)/iorH,s oR,, 1,), (1) 
其 中 
bn: HA oR,, To) —> HC woR,, 1; 1,) 
为 4$ 工 中 所 引入 的 局 态 ， 我 们 将 以 
joa HC wR,, 2 Tp) —> HOCoR,, 1; Tp)/horH,( oR,, 1,) 
表 自 然 投 影 。 因 由 5 1 命题 1 有 xhpx 一 0, 故 有 
PR: HC woR,, £3 To)/ oxH oR,, To) —> HOC oR,, ts 1,), (2) 
且 
fol : HC oR, ,#3 To) —> HE oR ,sts 1,) —> HDC oR, ,ts 1,)/io nH, oR,, I,) 
将 引出 同 态 
M0: HOC oR,, 1 1)/horH,C oR,, 1,) 


> HNCoR,, 1; To)/h rH (wR,, 1,). 《2 》 
同样 ,由 于 在 系数 群 [, 上 从 定义 易 见 ( 见 $ 1) 6 一 0, 故人 ,又 将 引出 同 态 
GCCoR， #5 To)/horH (oR,, To) —> H(A, 1,), (3) 
此 外 我 们 又 定义 
Tri HA, 1,) —> HOCwR,, ts To)/hoxHA wR,, 1,) (3 ) 


为 复合 同 态 on fox py 
命题 1. 在 ”< 加 一 9 时 ,有 
人 rn PHAK, 1,) = 0. (4) 
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证 . 试 考 任 意 z€《 ZE HAAK, 7 由 $1 引 理 1 可 得 一 序列 

| — Pao 十 20, C5) 
Oz; 一 站 gil 十 ar i 守 0 

其 中 zx, Co 入 一 A，z; CA， 于 是 5; 下 闭 链 9z; 是 类 好 92 中 的 一 个 代表 元 素 , 而 

zi 是 和 sis Z 中 的 代表 元 素 ， 命 工 为 玉 中 包含 = 的 最 小 子 复 形 ， 则 工 是 4 维 复 

形 , 而 zi 在 dx 中 ， 因 dim xz 一季 一 :一 1 故 在 好 一 ;一 1>4 或 好 十 1 所 好 一 4 

这 应 有 zi 一 0， 由 此 得 (4) 式 . 

命题 2 我们 有 下 面 的 分 解 式 


HCoR,, 1; TARCo 代 1 一 Dh, ers Bs, ,HAK, 1,), (6) 
其 中 束 展开 在 以 下 4 的 间隔 上 : 
+ 之 gq 之 [(r 十 pp 一 1)/p] 
R,: C6") 
或 pqg 宇 r+ 之 9g. 


命题 3.， 我 们 有 
H(A, 7) 一 Oohiorn Bo, ,HCOK, 1,). (7) 
命题 2,3 的 证 明 将 分 成 若干 步 来 完成 它 : 
1” dim K 二 w 时 命题 2,, 的 证 明 . 
因 在 r+ > pn 时 HP(CwoK,, i; 1;) 一 0, 故 依 $ 工 站 命题 1 将 有 正 合 序列 
0—> HO(CwoR,, £;1,) —> H,, oR,, 1,) 一 HOCwR,, t; 1,). 
今 忆 wo 有 7 ) 系 由 上 类 wx(Z1@"… 人 加 Z,) 所 产生 , 这 里 Zi€ HK, 1,), 而 Ker zx 吻 
见 系 由 2* 理 ps《w 民 ,， 15) 一 DixhpxHpa《wKs, 7) 中 的 类 以 及 形 如 wx@*?Z 这 样 的 类 所 组 
成 , 因 5+ 为 一 无 核 同 态 , 故 立 得 2,,, 即 
HCwoR,, £; I)/h oH woR,, 1,) = BHCEK, I,). 
2” 由 2 与 3 推出 2.. 
试 若 下 面 的 可 交换 图 象 
H,(woR,, I,) 


NS 


HOCoR,, #10) SHOC wR,, ts 7) os HoR,, 7 -FPCo 和 iT) 


SN 
Oox A bow 
Hn(A, 1,) H,(wR,, 1,) 
其 中 中 间 横 行 由 $ 1 命题 1 是 一 正 合 序 列 , 且 有 
Ker Vax 一 fisx (Ker Gs) CH woR,, z; 1,). (8) 
今 在 HwKR,, 了 ,) 中 ,Ker jzr 包含 于 Ker px, 而 后 者 系 由 pxH,《w,, t; Ip) 中 的 类 ,以 及 


“。107。 


在 + 一 pq 时 并 有 形 如 wx@?Z,Z & Be(K, 1,) 这 些 类 所 张 成 , 因为 押 有 这 些 类 显然 都 在 
Ker hsx 中 , 故 有 分 解 式 ( 非 直 和 ) 


Ker ss 一 PxH(oR,, 1,) + [ox @rHAK, 1,)],pa, (9) 

最 后 一 项 意 指 由 类 ox@?Z ,ZE Hs(K, 1,), 所 产生 的 子 群 , 而 该 项 只 + = pg 时 始 有 之 ， 
从 (8),(9) 以 及 图 象 即 得 

HVCwoR,, 1; 1,)/horH, oR,, To) 


— [PHA(CK, TD)] -十 fiss (Ker Gz)/2orH, wR,, 7) 
= [PHAK, Ly)]ps + MY Ker G7, 
其 中 [ ],-ps 意 指 相应 子 群 ,只 在 7 = pgq 时 始 存 在 . 今 由 2.+ 有 
Ker Ga CHOCoR, ;To)/ jarH woKps Tp) = © Hose Bz, HAK, Lg), 
其 中 "展开 于 下 述 4 的 区 间 上 


Rnir 十 1 之 49 写 [(r 十 p)/p], 或 pg 之 r 十 1 之 4g， 
而 Ppgq—r~l 一 Dpq~r. 又 由 命题 1 ， 


(SPY BP, Hs (K, 1,) 一 0， za 之 十 工 > 4 有 时， 


而 由 3 Ga 条 :在 9 一 rr 十 1 时 , 力 是 刀 (CRK, 1) 到 已 naCA, 71,) 上 的 一 个 
辐 构 . 由 此 得 

Ker Gar 一 "orp,,, HAK, 1,) 
其 中 之 ”展开 于 下 述 9 的 区 间 上 ， 


Rri:pg = + 十 I > 了 。 
由 此 得 


HPCoR,, 1; TANKCo 人 7 ) 


ev ee et 一 r 
= [PHAEK, Lo) lpa + Mif Nyt ppg-rHa(K, Ts) 


= [BHCK, To)]pa + 于 "何人 B,s HaCK, 1,) 


EE pap—r’ “4 
一 Ne HK, 1,), 


Ppa—r 


其 中 之 展开 在 这 样 的 4 的 区 间 上 ， 即 或 则 " = pq 或 则 ge€ Rr+t， 也 就 是 区 间 R,。 政 得 
2,, 


3” 由 2, 可 得 3, 


我 们 有 
H(A, 1,) = OorH(A, 1,) 
一 Gl,rHAA, I,) 
=— GH oR,, £; 1,)/h rH CwoR,, I,) 
一 6 Ty ,HCK, 1,), 
其 中 之 展开 在 使 pq 之 


+ 之 9 的 9 区 间 上 ,如 2, 所 示 . 于 是 由 命题 1, 即 得 3,， 
依 1 一 3 用 归纳 即 得 命题 2, 3 的 证 明 . 


命题 4. 同 态 
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Or Po, — 站 ss 人 (R7D) 一 及 (CAT) 


都 是 同 构 , 且 
他 
这 里 w 为 一 只 与 > 有 关 的 一 模 p 整数 , 而 Ge:| 天 | 三 A 为 对 角 映 象 . 
证 ， 这些 同 态 之 为 同 构 可 立即 从 命题 3 推 得 ， 为 证 这 些 同 构 是 dxx 的 某 一 倍数 ， 试 
先 假 设 玉 的 维 数 恰 为 r. 容易 求 一 组 7 维 下 闭 链 z; 一 aror € ZiCok€ 民 ,ari&€ 19), 它 们 所 
属 的 下 类 2Z ,为 玉 在 系数 群 1, 上 的 ?+ 维 下 同调 群 的 一 组 基 ， 而 对 每 一 i 有 一 指数 ,使 
atn 产 0, 而 j 关 1 时 any 一 0. 命 K; 是 KK 的 闭 子 复 形 ， 由 所 有 使 ati 关 0 的 胞 腔 o4 以 及 
它们 的 面 所 组 成 , 则 下 类 人 他: 区 E ,2 只 含有 一 个 下 闭 链 位 于 K; 中 ， 因 之 必然 是 
Zi 的 一 个 倍数 . 因 6x 秀 0127 PB。,,_, 是 一 同 态 ， 故 这 一 倍数 与 指数 i 无 关 , 而 可 设 为 a 
这 证 明了 在 dim 玉 一 了 时 的 本 定理 ， 一 般 情 形 则 可 由 考 患 玉 的 > 维 骨架 来 推出 
在 $1 中 曾 定义 了 同 态 
Do: HO oR, ,tsT,) > HOCwR,,A,t;1,), 
它们 将 引出 同 态 
J HOCOR, ,tsT,) /hrH (wR,,1,) 
> HCwR,, A,t;T,)/EoxH oR,, I,). (10) 
命题 5. 有 以 下 分 解 式 
HCwR,, A, zt; 1,)/koaH (oR,, 1,) 


一 5 sy pos BH K, 1,), (11) 
其 中 2， 展开 于 下 面 4 的 区 间 上 : 
p49 之 r+ 之 4 十 1， 
R?: (12) 
或 妈 + 一 1 守 g 宇 [(+++p—1)/p]. 
附注 。 分 解 式 (11) 将 在 以 下 的 定理 1 中 证 明 是 一 个 直 和 . 
证 .由 $1 命题 4 得 正 合 序 让 
0 H(A, 1,) > HDCoR,, 1; 1) —> HOCoR,, A, i; 1,) ~ 0. 
由 此 容易 得 出 下 正 合 序列 : 
_ js ~ ~ 
0—> HA, 1,) 一 > Hi (wh,, 1; To)/ hoxH( wk,, Io) 
EL HCwR,, A,t; To)/koxH (wR,, 1,)—> 0. (13) 


今 HIDCw 民 ,1 了)/XoxHA《wK,, 六) 可 由 (6) 式 给 出 , 因 之 由 命题 1 与 4 可 得 
GHVC oR,, ts Lo)/ hrH( wR,, 1,) 
一 Ofer ,HK, 1;) 
~ H(A, 1,) 
= GlaH(A, 1,), 
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因 Go 二 恒 同 同 态 , 故 由 命题 4 得 
了 FAT 一 xP,,, HK,1,). 
故 由 (6) 式 与 正 合 序列 (13) 可 得 本 命题 
在 第 二 章 5 2 中 对 简单 组 如 (o&, 一 人 ,z) 曾 定义 了 一 个 配对 


KTCEOCoRR ,ATICoR AT DCT， (14) 
其 有 下 述 性 质 : 对 任意 ZE Hi0CwoR,,A,t;1,) 与 UE Hrsh(wR,,A,t;1,) 有 
KI 并 庆生 Z 2 bnU) 一 KI, (Fti2, U) 一 KI,( 2 ,itr, ‘enU). (15) 


命 Ni oR ,, A, fs 1,) 为 HisCoR,, A 3 ts 1,) 的 子 群 ， 由 与 fo Hoke 1 ) 相 垂 直 尽 
那些 上 类 所 组 成 , 则 上 述 配 对 将 引出 一 配对 


KIAHON(wR,, A,t;l,)/R rH oR,, To), NCoR,, A,t;1,)) C1,. (14 人 
命题 6.。 有 关系 
多 Fe(A TDC NCoR,, A, t: 1,), (16) 


亦 即 
KI (Eva 并。 1,), Pi* bd* 
其 中 如 为 在 $1 中 所 定义 的 同 态 4*. 

证 。 试 考 任意 上 类 Z = wx(Z1@…@2Z,)€ H,(wkK,,1,), 其 中 2;€ H,(K, 1,)， 
7 一 7 而 UE HIAA, 了 )， 以 jw 屁 , C (oR，A) 表 包 含 贞 象 , 则 在 HwR,, 1,) 上 
有 Eox 二 jorhpr 二 x7x。 邦 

Kl,(KxZ ， fr -ai a U) 
一 KTC4or1xZ 二 -952 ,ID 
一 Kl, sf oaighot) #2Z, 82 _.U), 
如 果 一 4 一 1>0， 则 因 Ar 一 0， 改 最 后 一 式 二 0， 次 设 + 一 g 一 1 二 0， 则 取 
zi6 2i, WE U， 又 命 W€ CwR,, 1,) 为 在 o 民 , 一 从 上 取 值 0， 而 在 入 上 与 “重合 的 上 
链 , 则 将 有 


H(A, 1,)) 一 0， (16") 


一 好 一 1 


KTCE ssZ 6*U) 

— KlisZ, HU) 

~— Kl,(paNoa(st XXX gop), Ou’) 

— KI(Nos(z1 X :XxX gp), Bu) 

一 KI(ONws(g X .…- Xx zp), 4 ) 

= 0 
由 于 关于 剂 分 w 须 满足 条 件 Cb), 故 对 + > 0 应 有 和 oa(am X …… X az) 一 as(sl X 
Xx sp) 而 Dota XX sp) 一 mo#B(s X… Xsp) 一 0 因 之 最 后 一 式 一 0， 而 
《16) 得 证 . 

命题 7.。 对 任意 Ze HiCK, 15) 与 Ve Hd(A, 1,), 在 声 g 时 有 
KI orfioets pphrZ 3» Bauto_ sg05t, 0U) 
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i 


KI ,CJ nhl ppk—? 3 Pantp eds, a U) 
0， ~ 了 
-- | 由 (17) 
KIi(g,' Z,d*U), k= 9g, 
其 中 7 宇 g 十 1 旦 所 ph, 而 o 是 命题 4 中 所 提 到 的 视 上 2 整 数 , 
证 . 任 取 ze 2 并 作 序 列 


人 一 5xzo + z0， C18) 


Oz; 一 Digil 十 si 7 22 0， 
其 中 zi CC o 和 一 AsiCA, 而 六 一 oo 证 as@tz 的 六 下 同调 类 为 冬 , 则 
Ozi€ fl € Mean ,2, 
sit1 € CR CE Gor mM, or 
Disik2i41 和 E 7 € Jet A BZ, 
取 2ze 已, 并 命 世 为 w 式 ,在 wR, 一 人 上 取 值 0 而 在 人 上 与 # 重 合 的 上 链 , 则 
KI oC od BZ ,Pg (pra 6 0U) 


一 Kl1,C? Dortis oN 3 应-b(p 0p 


Qi 局 
~ 


一 KI I om, gp a 
一 Kl sg (Pas), ,0U) 
一 天 了 or CI 4 ,6 *_ 7) 
一 Kl,,_s_ (Porat2pk gl 6 ) 
一 Kl(gprg-i, oR) 
一 KI(Bgyt ost ) 
= KI(gpr-ast ) 
= KI(@, 条 DZ 六) 
于 是 4177 可 自命 题 1 与 4 得 出 , 
命题 8。 对 任意 Ze Hi(K, 1,) 与 er(o 人 ,7 ) 有 
KlD a Bo Zs BD) 
0， k=r < ph, 


Par 


一 1—Ki(g,. 2,diUD), k=?r 过 pr， (19) 
KI(ox®@?Z,U), += pk,k>0. 
证 ， 取 CE，z € Z 并 作 序 列 (18)，w#@?z 的 om- 下 同调 类 将 记 作 鲍 , 以 上 表 
《19)? 的 左边 ;, 则 在 > 一 然 时 , 因 有 > 0 有 万 osG@oz 一 0, 故 
L 一 KIl(jpon ?es, Hotg) 
= KI(Nos®?z, Na) 
一 KI(waW?2, #) 
一 KI(ox@rZ, OU), 


1ll。 


次 设 * 过 pk, 则 由 上 命题 7, 以 及 $ 1 的 命题 2*, 有 
一 Kl(Jortiprn XY, es) 


(ppk—r) ~ ~ 


一 KT, Chpk—r gf ppk rs XX， rEU) 


(ppR~r) 
一 —KI, (josfipr-rixN， 二 20) 
之 rs 
—KI(o,. 2,d0), k=7. 


定理 1。 (Richardson-Smith)， 特 殊 下 同调 群 HMC wk,, A, zt; 了,) 可 从 HCK, 了 ,) 依 
命题 5 中 的 分 解 式 (11) 定 出 ,而 这 个 分 解 式 是 一 直 和 . 再 车 , 每 一 出 现在 (11) 式 右边 的 同 
态 T 已。 作用 在 相应 的 群 上 都 是 一 无 核 同 态 ， 

.只 须 证 明 分 解 式 C1t) 是 一 直 和 已 足 . 为 此 ,试卷 虑 任意 一 组 非 堆 上 类 Z0，…， 
pence 1,)， 这 里 dim ZO=IeR 而 和 < … < 取 UeEEtA， 71,) 使 
KI(Z%, 如) 冯 0, 则 由 命题 7 有 


大 
~ pp) 及 
Kl, (> pL " A ,ir gr, oo 
i=1 
= Kila, * 2%), dU) 天 0. 
大 
A 1 ， 
因 之 之 Js 条 oai 信 opa,-:Z 中 大 0, 或 即 分 解 式 (11) 是 一 直 和 特别 是 定理 末 所 提 到 的 
i=1 


那些 同 态 在 相应 的 群 上 都 是 无 核 的 . 
记号 . 将 成 民 , 六) 视 作 7 上 的 向 量 空间 而 取 一 个 固定 的 基 
B= {2,-…, 2°}, (20) 
并 设 
= {U'’, ,Ur"} C20*) 
是 H*CK, 7,) 中 与 它 对 偶 的 基 , 今 将 满足 1 委 六 委 a 且 诸 六 不 全 彼此 相等 的 指数 集 了 一 
(1,"…*,ip) 的 全 体 T 依 辞典 式 排 成 次 序 屋 ,以 + 依 等 式 本 4) 一 《0 
作用 在 TT 上. 命 T, 为 的 子 集 ,由 一 切 满足 x7) 一 Bi 一 > 以 及 对 任意 1 <i<p 一 1 
有 好 到 工 的 指数 集 工 所 组 成 . 在 T= (i, 认 ) 时 , 以 2' 表 wx《(Z@…@2ZM0) 而 
以 站 家 oo* (UD@ OU), 其 中 waa:HCR,, 1,) ~ HCoR,, 1,) 与 oo*:H*(KR,, 1,) 2 
H*(w 民 ,, 1,) 为 由 从, 到 wo 信 , 的 剖 分 所 产生 的 同 构 。 当 TET, 时 ， 昌 Cw,, 了 ,) 中 由 之， 
(或 不 2/,， 0 委 i1 委 一 2) 所 张 成 的 子 空间 将 记 作 TCoR,, 1,) (或 TCoKK,, "了,)， 同 
样 , HCoKR,, 5) 中 由 祥 ( 或 站 * 六 ,0 i 攻 2 一 2) 当 1TeT, 时 所 张 成 的 子 空间 将 记 
作 FaoCo 7) (或 TisCokK,,I,)). 
命题 9 对 HH (CK, 17,) 的 固定 基 (20) 来 说 有 
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ExH (wR,, 1,) = ExT (wR,, Ts), (21) 
而 Eor 在 (21) 右 边 出 现 的 那些 群 上 都 是 无 核 同 态 . 
证 ,HH,(w 民 ,, 了) 一 wxH《 尺 ,, 1,) 有 一 组 基 ， 系 几 当 TeT, 0 和 :和 安 训 一 上 时 的 形 
如 扒 27， 以 及 在 = 0 modp 时 dim 29 一 */2 可 能 有 的 wx@*Z" 形状 的 那些 类 所 组 
成 ,由 于 关于 剖 分 % 的 条 件 (b) 应 有 ixwox 一 wxtx， 因 而 
YaH woR,, 1,) = LorT (woR,, 1,), 
而 hx 在 右边 的 那些 群 上 都 是 无 核 同 态 , 于 是 本 命题 可 自 $ 1 的 命题 5 得 出 . 
定理 1 于 是 也 可 依 下 形式 来 叙述 : 
定理 1 二。 对 于 肌 (CK, 了,) 的 一 个 瑟 定 的 基 (20) 来 说 ,有 下 面 的 直 和 分 解 
HO woR,, As zs 1o) 一 KarT OC oR,, 17) + Tori Pers Boss HAK, 1p), (22) 


其 中 如 ,展开 在 4 的 区 间 R? 上 (参阅 (12)), 而且， 右边 出 现 的 诸 闻 态 fos 与 jot ?9 守 
$ ,在 相应 的 那些 群 上 都 是 无 核 同 态 . 
命题 10， 对 HCoK,, 7 了) 与 H*(wK,, 1,) 的 固定 的 基 (20) 与 (20*) 来 说 , 同 态 
EH'(CoR,, 1,) > HCwoR,, A, 1; 1,) 
在 子 群 Tto(Co 玉 了) CC H'(wKK,, 1,) 上 是 无 该 同 态 ， 再 者 ,配对 


, Kl,CRorT OoR,, To) ETI woR,, I CT, (23,) 
在 + > 0 时 是 对 偶 配 对 . 在 7 三 0modp 时 , 对 gq 二 +/p 的 任意 上 类 UEH(A, 7 ) 又 有 
Kl,(KoaT PoR,, Ts), Rw* ?UU) = 0. (24,) 


证 . 试 考虑 例如 p 二 ;这 一 情形 . 任 取 xz2€E 2 与 sD? EUD, 命 On:CaKRy, [1) 一 
CioR,, 了) 与 wm#: CK,, 1,) -CoRo 7 ) 为 由 剂 分 w 所 定 的 下 链 与 上 链 映 象 ， 因 
而 由 条 件 Cb) 有 zw# 一 os#t#。 对 任意 指数 集 T = (ip) ET, 与 7 一 (js, jp) 
ET， 这 里 a(JD) 一 r， 置 入 一 oz XX a) EZ! S52 = wen Outin) 
6 D1, 于 是 有 

KI(R ti F!, Ete-i#D) 
= KI,(J .datys! , Tadtr-i#g7) 
一 KI(dytig!, t tg/) 
一 KI(dgif’s’, H/) 
= KI(dyti i2’, U7). 
从 也 的 定义 可 见 设 Je 7， 则 在 关 0 modp 时 ,以 及 在 任意 而 1 到 了 时 都 有 I 志 J. 
关 之 对 0 万 1, 7 三 pp 一 2 有 
0, I€éT,, /=(, ,1)) ,r= pi=0modp, 
,KICdsti i 0) = 90,， [1,JET,,1T 关 J 或 1 一 J, ij,j 一 1]， 
土 ， 1,JET,,1T 二 J ,i 一 j 或 1 一 1, 
由 此 立 得 (23,) 与 (24,), p = 4 的 情形 也 类 似 地 证 明 . 
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定理 2， 对 H*(K, 1,) 的 一 个 基 (20*) 来 说 ， 特殊 上 同调 群 HtCwKR。，A, 1; 7) 可 
从 H*(K, 了 1,) 依 下 直 和 分 解 来 得 出 : 
Hr woR,, A,t; 7») = ET CoR,, 1,) + Bopt id HA, 1,), (25) 
其 中 ,展开 在 9 的 区 闻 Re 上 ( 见 (12) 式 )， 再 者 ， 在 (25) 式 右边 出 现 的 诺 同 态 总 与 
if -8 __,， 在 相应 的 群 上 都 是 无 核 同 态 . 
证 . 试 考虑 任 音 一 组 上 类 ETfyCwRR,, 5) 与 D5, …, UWEH*(A, 1,),， 这 里 
dim 0 = qj€ 而 qi 过 *… < 过 qx. 假设 
FY = 0 + DS*DD 一 0. (26) 
将 左边 与 ExTIOCwoKR。, 1) 中 的 上 类 , 取 Kronecker 指数 KI 并 应 用 命题 6, 10, 可 从 (26》 
得 0 二 0， 又 对 任意 Ze Hs(K, 1,) 应 用 命题 7 于 (26) 可 得 
KI of PeparZ, L) = Kllos "2Z, dOH) = 0. 
因 Z 是 任意 的 , 故 得 Fep 一 0, 依 此 逐次 进行 可 得 ?一 … 一 D4 一 0, 因而 (25) 有 边 的 
分 解 式 是 一 直 和 .。 其 次 由 上 面 的 命题 10 与 定理 1 以 及 第 二 章 $ 2 的 命题 10, 可 得 (25》 
式 右 边 的 维 数 为 
Dim TCoR,, 7) + 并, Dim HrCA, 1,) 
= DimTA(CwK,, 1,) + DoDim HCA, 1,) 
= Dim HOCwR,, A, 1; 1,) 
= Dim Ht,(woR,, A,t; 1,). 
故 得 (25) 式 ， 
定理 2. 有 以 下 的 直 和 分 解 
NCoR,, A it; 10) = Dof itp a NG HA, 1,), (27) 
其 中 ,展开 在 4 的 区 间 R? 上 ， 再 者 ,配对 (14') 是 一 对 偶 配 对 ， 
证 . 这 从 定理 2 与 命题 10 得 出 
依 第 二 章 》 2 的 命题 4, 6 , 有 同 构 
xray :HA wR,, A,i; LG) ~ HoKR,, A; 1,) 
与 
zf: HaoR,, A, 1; 10) ~ HoK,, A; 1,). 
故 从 上 面 的 定理 1 与 2 以 及 §1 的 命题 3* 可 得 以 下 诸 定理 . 
定理 3， 对 玉 (K, 1) 的 一 组 固定 基 (20) 来 说 , 有 下 面 的 直 和 分 解 
HwK,, Ai 12) = exT OoR,, 1p) 十 Boanpise rs Pa, HK,1,), (28) 
其 中 2 展开 在 ?的 区 间 Rr 上 : pq 之 1 之 4 十 1 或 风 + 一 1 之 gq 之 [Cr 十 pp 一 1)/p1， 
而 faxk 一 raxkfax*. 
定理 4. 对 H*(K, 1,) 的 一 个 固定 的 基 (20”) 来 说 ,有 下 面 的 直 和 分 解 
HlwK,, A; To) = erTip (wR,, To) + Dofis si0* H(A, 1,), (29) 
其 中 6* 是 复 形 偶 (wkK,, 入) 的 上 边缘 辣 态 ,而 2 展开 在 4 的 区 闻 RI 上. 
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$3. Smith 运 算 


定义 1， 依据 $ 2 中 的 记号 同 态 
dzh Gna Me iP :HK, 1) —> HAK, 1,), (1) 
其 中 ds:|K| 一 || 为 对 角 映 象 的 限制 ,将 称 为 中 的 Smith 运算 ,并 将 记 作 Sm0yi 二 7. 
它们 的 对 偶 同 态 HAK, 了 一 HCK,，T,) 将 记 作 Sm 和 )， 并 且 也 将 称 为 天 中 的 Smith 
运算 . 在 pe 一 4 (或 p 一 和 时 ,Sm 多 0 与 Smotg2 有 时 也 将 记 作 Sm 多 与 Smty) (或 Smit 与 
Sm(pi)), 
命题 | Smith 运算 
SmI?):HCK, 1,) — HK, 1,) (2) 
有 以 下 诸 性 质 : 
1° sm? 一 0,7 二 0 时 , 
2” Sm4?) 二 ga,* 异同 同 态 ， 这 里 0 为 一 只 依赖 于 2 与 + 的 一 个 非 零 模 ”整数 ， 且 


3° St 一 0,7>>0 有 时 . 
证 ，1° 与 2° 直接 从 $ 2 的 命题 1 与 4 得 出 ， 为 证 3"?， 试 考虑 任意 xzk6 Z EH,(K， 


人 一 $#20 十 zo, ) 
3 


Bg; 一 YiH43iL 十 zim 了 之 0， 
这 里 ssCo 久 一 和，ziCA， 由 定义 有 38zyoe Smf2Z E Ho(K, I,)，0 维 链 zy 的 指数 ， 
也 就 是 它 的 系数 和 是 
ln zy, 一 InBzo il 一 In spr#2pr = 0 mod p, 
故 在 天 是 连通 复 形 时 ， 在 开 中 有 和 和 zp ~ 0 mod p 或 Sms?2Z 一 0。 一 般 情形 由 以 下 事实 
推出 : 5mr? 为 一 同 态 , 且 H.C(K, 1,) 为 H.(K;, 1,) 的 直 和 ,这 里 Ki 是 K 的 连通 分 支 . 
命题 1*， Smith 运算 
Smip: HCK, 1,)— HTiCK, 1,) 
有 以 下 诸 性 质 : 
1* Smiy) = 0,i1 过 0 了 时, 
2” Smby) 一 a,* 恒 同 同 态 , 这 里 w 同 命题 1 中 的 2°. 
3* Smiy)=0,r==0 有 i 之 0 时 . 
证 ,这 从 命题 1 根据 对 偶 得 出 . 
附注 ， 试 置 
人 十 2 二 一 Tt 大 一 偶数 时 ， 
1 同 一 奇数 时 ， 
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因而 dxdx 二 smod p, 任意 ,对 ze Z6 已 (天 ，T) 试 作 序列 (3), 则 (3) 也 可 表 作 下 述 形 


状 : 
(OH#OOP = d#20 十 B10， 
一 dg + Zi i120, 
其 中 
Bj 一 digi, 
_ r pi 一 奇数 时 ， 
“zs， zp 一 偶数 时 ， 
从 定义 可 得 
dilz(p rti€ Smit2, 
dilg(p Deti € Smit)Z, 
夏 有 
So -- | 六 一 奇数 时 ， 
Smag) pi; 二 偶数 时 ， 
对 smi 也 同样 


命题 2。 对 任意 ZEH(K, TD 与 UE Hr(A, 1,), 有 


全 (6 ) 人 & 全 
站 六 一 水 来 
Klogoxfi, ee 上 oo， Pr aipra OP iD) 


一 Kl,(Smigom_n2 ,dU0) 
(- KICZ, Smeeek-n A ), 

其 中 + 之 9 十 1 且 志 ph. 

证 ,与 $2 中 命题 7 的 证 明 同 样 , 任 取 xe Z 并 作 序 列 

wi 一 5#20 十 zo, 
全 一 并 SHI 十 zit 之 0， 
其 中 x;C 己 wR, 一 人 ,ziCA, 而 5 一 oo。 于 是 由 定义 有 
dh2pk-a E SMa,cen 2. 
与 $2 命题 7 证 明 中 同样 计算 ,可 得 
KI or PZ ,gto dB DU) 一 KI(zpk-g,t), 


这 里 站 6 孔 ， 而 刀 < CwR,, 7 在 om 六 一 和 上 取 值 0， 币 在 全 上 与 # 重 合 . 


《4) 式 . 
附注 。 本 命题 包括 了 $2 的 命题 7 
命题 3， 设 mn 之 1 则 
p18*HA( A, 1,) = 0 
的 充 要 条 件 是 : 
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《3 ) 


《4) 


《3 ) 


由 此 即 得 


(5) 


在 pi 十 (p 一 1)4 之 m 之 i 十 1 时 (6) 


有 
Smiyitm HK, 1,) 一 0. (6 ) 
再 者 , 如 果 有 (5) 式 而 q9, i 在 区 间 
pi+(p—l)g>m | (6") 
中 , 即 有 (6) 式 . 
证 .由 $1 命题 3*, (5) 式 等 价 于 
at _ HCA, 1,) = 0. (5) 
由 $ 2 的 定理 1, 2', 后 者 又 等 价 于 
KL T oa pte BotetmHi KR, I) FE-16s, HK, 7)) 一 0， 


这 里 RE R%wm:PR 宇 9 十 吉之 六 十 1 或 g++m 一 1 守 k 守 [(qg+m 一 pp 一 1)/pl. 故 
由 命题 2, (5) 式 等 价 于 
KICHICK, 1,), Smtsr eatm)HAK, 1,)) 一 0， 
这 里 &e R%4w 任意 ,或 即 等 价 于 
Smbsjr pr (atm HA K, 1) — 0, RE Row 任意 . (7) 
置 太一 4 一 i, 即 得 (6) 式 .最 后 一 个 论断 也 同样 证 明 ， 
推论 .Smith 运算 具有 下 述 性 质 ， 对 任意 固定 的 m 之 1， 如 末 当 4，: 在 区 间 《6 ) 中 
时 (6) 式 成 立 , 则 当 q, :在 区 间 (6 ”7 中 时 (6) 式 也 成 立 . 
定义 2， 一 组 同 态 
CE 1p) —> H AR, I,), + 之 i>0 
可 由 下 关系 式 所 唯一 确定 : 
;之 0 时 ， 


0， 
jp) 一 | _ (81) 
恒 同 同 态 ， i 一 0 时 ， 


六 Sm 人 Sm 介 
j=0 
这 些 同 态 $m) 以 及 它们 的 对 偶 同 态 
Smby HTK, 1o) > HCK, 1,) 
都 将 称 为 K 中 的 反 Smith 运算 . 
对 op 一 4d (或 ,我 们 有 时 也 不 写 3m 与 5m 如 (或 Sm 侃 与 Sm 可), 而 写作 Sm 多 
与 Sozi( 或 Smait 与 Sm)), 于 是 从 (4) 有 
一 Pi 二 奇数 时 ， 
Sm(?) 一 4 
Smi?t), pi = 偶数 时. 
附注 ， 在 $5 中, 这 些 同 态 将 证 明基 本 上 与 Steenrod 巡 遇 约 化 宕 相 重合 . 
命题 4。 对 定义 1, 2 中 的 Smith 运算 与 反 Smith 运算 Smi#?， Sm 间 涂 (8) 外 ， 
并 有 以 下 诸 关系 : 


C4) 
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， fo, ; > 0 时 ， 
> mi 《So 一 ”一 加 , (8,) 
恒 同 同 态 ， i 二 0 时 ， 


DE | ! 盖 0 时 ， C8,) 
Smie) pj Sm 一 83 
和 恒 同 同 态 ， i 一 0 时 . 

人 i 盖 0 时 ， C8,) 
Smi: (p) Sm —i(pi) — 84 

j=0 "i 恒 间 同 态 ， ! 一 0 时 . 
证 ， 因 (8) 与 (81) 对 偶 , 而 (8,) 与 (8) 对 侦 , 故 只 须 证 明 8) 即 可 记 (8) 与 (8;) 的 
左边 为 A; 与 B,, 并 设 (C8;) 对 于 B i, ***, B, 与 Bo 都 已 证 明 ， 其 中 Bo 的 成 立 是 不 足 道 


的 ,以 5 表 同 态 0 或 恒 同 , 视 : > 0 或 i 一 0 而 定 , 则 由 (81) 与 关于 (83) 的 归纳 侵 设 有 
2 Sm 他， (pS my Sm 一 一 2 (Sm op 2 S7zz 关 cp Sm 阿 


ipi>0 fZP1 > 
一 > ( > ， Sn Sm (nS mye op) Sm (p) 
大 人 > 上 各 之 
Ap 
一 一 > dx Sm 
i> 上 >0 
一 一 Sm 


Gy (CD) (p) © (p) 
= —Smittp Smott) Smolto)s 


或 
Bsmt 一 ，1>>0 时 ， 
因 Sm 多 ,已 知 是 一 同 构 , 故 从 最 后 等 式 得 (8,)， 
定理 1， 对 任意 ZE H,(K, 1,) 诸 上 类 Sm?2Z,0 过; 之 [(p 一 1)r/p], 由 以 下 任 一 
等 式 所 唯一 决定 : 


[(p—1i)r/p] 


fp—Dr—pi) 人 Ql 一 
J ox lp Dp Bsr piSmitop) Z 四 0， (9) 
下 
{(p 一 Dr/tl a 
)r—pi —1)r—pi 一 
1ax* ttp™ pi bP pr ?i Sm Z 一 0， (10) 
i=0 


这 里 SmgoZ = oz: Z, 则 假定 是 已 知 的 ， 
证 ， 记 《9) 式 的 左边 为 上 ,€ 再 2(o 总 ，A, 2 1,), 由 $2 的 定理 2', 为 证 (9) 式 , 只 
须 证 明 
Kl,, rs, 0) = 0, (11) 
这 里 UE HtCA, 1,) 任意 ,而 4e RI:pk 之 + 之 十 1， 但 由 命题 2 有 


[tp—Dr/pl 
KI Lo tds, i.U) 一 >， KTCSoaito)Z ， Sr 一 Kete-or-epd2D ) 
pb 


i 二 0 
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[Pp~Dr/ip] 


= KI (z, > Smip Sm her pi A KD), 


因 ke R' 葡 含 +> 而 在 ;> [Cp 一 1)r/p] 时 并 有 + < :十 &， 故 由 命题 4 最 后 一 式 
为 0， 因 之 (9) 式 得 证 ,在 (9) 中 置 p 一 4 并 应 用 芭 , 即 得 (10) 式 , 在 Smf”Z 假定 为 已 
各 的 情况 下 ,从 C9) 或 (10) 可 唯一 地 确定 3740U，, 这 一 点 直接 得 自 $ 2 的 定理 1 与 3， 

定理 2 对 任意 UEH"(K, 71,), 庄 上 类 SmiwU,0 二 ;和 (一 1)7 可 由 以 下 任 一 等 
式 所 唯一 确定 : 


{Pp—1l)r _ ~ 
~ 会 一 On 1 = 一 
Pi, a iSm tr UC= 0， (12,) 
一 人 0 
(p—1)r 一 一 < 
Di dr lSminU 一 0， (12) 
二 0 


其 中 Sm?wU 二 ar! .UU, 则 假定 为 已 知 的 . 

证 ， 记 (12) 的 左边 为 上,€ No 信人 #; 了 ) CC HE 人, 1t; I,)， 则 由 $2 
的 定理 1, 2', 为 证 ,= 0 只 须 证 对 任意 ZEH(K,1,), gE Rm 或 pr 之 g 守 r+1 
时 , 即 有 


~ tp 


天 7 (了 nf raorti) 多 Z, 2,)=0 


pa—(pril)* “ Ppa—(prti) 


今 由 命题 2, 有 
KICI sf rat Z, 2,) 


P94- (prt)* Ppa—(prt+1) 


(p—lr 
= A! (z, 2 Smépy (opa-(pr+1) Srm ( Yt 中， 


而 末 一 式 因 pr > g > +, 夏 由 命题 1*, 4 为 0， 这 证 明了 ( 屯 )， 在 (12) 中 取 p= 4， 
并 应 用 对 即 得 (12)， 在 SmtoU 作为 已 知 的 假定 之 下 ，Sm toU 可 由 (了 2) 或 (12) 所 唯一 
地 确定 ,这 一 点 即 由 $ 2 的 定理 2, 4 得 出 . 

定理 3 对 任意 UE H"(K, 1,), 有 . 


ol = 0, i> (pC— 1)r 时 , (13) 
对 侦 地 说 ,对 任意 Z6 H,(K, 1,), 有 
ZE = 0, i> [(p — 1)r/p] 时 . (13") 
证 ， 对 任意 整数 7 > 0 置 
(p—1)r+i __， 
Lo = oo ri yd Sm tit E Netiti(woR,, A, 1; 1,), 


象 定理 2 的 证 明 那 样 ,对 任意 Z6 Hs(K, 1,) 与 9€ Rtiti:pr 十 1 之 qg 衬 + 十 1 ++ [i/p]， 
有 


KI A osha rtd 2 ， 过 )) 


pq—(prtitl)* * Ppaq—(prtit1) 
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(p—Dr+i 
ps pi 二) 
= Kl (z, > Smgo” hlppq—(prtitl) Srn co) iti+1 v7) 


i=0 


qr 
得 一 了 一 六 开户 0(p iT) 了 
= 天 7 (z， SS 和 中] 
i=0 


一 0, 由 命题 1*, 4. 
故 由 $ 2 的 定理 1, 2 得 之， 一 0, 应 用 的 (oj 于 (12)。 的 两 边 。 并 让 此 减 去 方程 上 一 0 
即 得 
(pl)r+i _ io ) 加 
portiidP p_ids Smp) Tit = 0€ Hiti( wk,, A, i; 1,). (14;,) 

i=(p—Dr+1 
于 是 在 7 = 工时 即 有 号 秋 -1SmBTarruor 一 0， 因 之 由 $2 定理 2 得 Sm 他 >+oU 一 0. 
在 (14;) 中 依次 令 7 一 2, 3，.… 即 依次 得 豆 2tSm 人 DOU 一 0 与 Sm 人 PTiOU 一 
0, 一 2, 3，….， 而 这 证 明了 (13).〈137 则 从 (13) 据 对 偶 得 出 . 

命题 5， 设 是 有 限 复 形 工 到 有 限 复 形 玉 的 一 个 单纯 映 象 ， 则 对 Smith 运算 (2) 有 
frSmi? 一 Sm 与 六 Smiy) 一 Smiw 扩 ,对 于 反 Smith 运算 Sm 与 Smin 也 有 同样 关 

证 。 试 先 考 虑 二 是 天 的 子 复 形 ， 而 是 恒 同 映 象 这 一 特殊 情形 。 这 时 对 任意 ze 
Z EH《L, 1,) 作 序列 (3) 时 可 得 出 一 关于 fz e fxZ 6 HLK, 15) 的 序列 

wa ES = sef#zo 十 fh2o, 
js 一 54 渤 j#2iri 十 持 2itis 了 之 0. 

于 是 由 定义 立 得 frSmg 二 Sm? 

在 一 般 情形 可 设 C; 为 f 的 映 象 柱 , 它 可 齐 分 成 一 单纯 复 形 , 仍 记 之 为 Cj, 包含 二 与 
KK 为 子 复 形 ， 命 iL CC Cj 与 j:K CC Cj 为 相应 的 包含 映 象 ， 则 jy:HCK, 7 一 成 (Ch 
1), 而 户 一 六 is。 因 居 , ji 由 前 一 情形 已 知 与 Swf” 可 交换 , 故 在 此 情形 仍 得 fs5mi”== 
Stpj 

从 fn 与 gm 多 的 可 交换 性 即 得 如 (或 产 ) 与 Smg (或 Smto 与 Smto) 的 可 交换 性 ,如 
所 和 欲 证 ， 

定理 4， 对 任意 De HCK, 1,) 有 


(六 一 1) 7 一 1 


二 来 。 ,站 oo 六 从 玉 分 米 一 1 ps 全 
kp CorU > Ht{p—ir—i~iOp Cp yiids Sm Cp) AU, (15,) 
i=0 
(Pp~1)r—i 
水 来 S , 来 米 7 六 一 CE < 
tk Ww HU 本 Hp 一 Dr 一 擂 1 da !'Sm 党 AU. (15) 


i=0 
证 ， 取 定 访 *(K, 了 ,) 与 HCK, 7 了 ,) 的 某 些 基 ， 则 由 $2 定理 2， 应 有 某 些 上 类 多 
TeaC oR,, 1,) 与 U, € HCK, 1,), 使 
Eo* OU 一 EV + Sota 6, AtiU,, (16,) 
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其 中 ,展开 在 9 的 区 间 R 上 : pr 一 1 之 9g 之 7r, 对 (16) 取 与 ExTO(CwK,, 19) 中 任 
一 下 类 的 Kronecker 指数 ， 并 应 用 52 的 命题 10 与 6 即 得 名 了 一 0， 其 次 取 (16) 与 
7 2 PZ (这 里 Z EH(K, 7 ) 任意 ) 的 Kronecker 指数 , 并 应 用 $ 2 的 命题 7, 8 以 及 上 
面 的 命题 2 见得 
KI(®@?2Z, OU) = KI(Z, SmipU,), 
或 
KI(2, U)= KI(Z ,Sm U,). 

末 一 式 之 所 以 成 立 是 由 于 KI1(@?Z, B20U) = [KI(Z,U)1]? 一 KI(Z,U), 比较 两 边 即 
得 上 = yt 或 即 

U, = SmlU, (17) 

今 将 季 作用 于 (16) 两 边 ,并 应 用 $ 1 的 命题 2* 即 得 . 


一 斌 六 7 六 — ~ 六 从 六 了 来 一 1 
Oat CU Dolipr -gd py, ,CA Us, 


或 即 
(p—LDr 机 
> 太一 0， (18) 
1 一 0 
其 中 
Us, 一 六 CI 一 UrU, 《19 ) 
比较 (18) 与 (12)s 并 应 用 (17), 即 得 
Ui—= SmiyYrU, (p—1)r 之 i 之 0, (20) 


因而 (16.) 变 为 (15.), 如 所 欲 证 ,在 (让 ,) 中 取 p = 4 并 以 盐 ) 作用 于 两 边 , 即 得 (15)， 
定理 5。 对 任意 0e HCK, 1,) 有 
Sm PU 一 UD, (21) 
证 ， 这 从 (19) 与 (20) 得 出 ， 
定理 6， 设 中 为 用 正人 台 序 列 0->T -> 7-> 7, 一 0 的 Bockstein 同 态 继 以 模 p 约 化 
的 复合 同 态 , 则 对 反 Smith 运算 Smio:E(KE。 1,) > HYMCK, I。) 有 有 
We 一 sms, 
_ C22) 
B¥ Smiit! 一 0. 
对 偶 地 说 ,我 们 也 有 Bockstein 同 态 与 反 Smith 运算 Sm 外间 的 类 似 关系 . 
证 ， 由 定理 3, 5, 在 2 或 2 十 1> (一 1)r 时 可 见 定 理 是 成 立 的 ， 因 之 我 们 将 限 
制 2i 或 2i 十 1 在 宇 0 与 所 (yp 一 1)+ 的 区 间 内 , 今 由 第 二 章 $ 3 命题 6 有 


Br us = wi 


~ PP tdi- 十 Lb 一 Hii. 
此 外 又 有 


。 TI21。， 


A¥8* 一 —0*p?, 


因 之 ,将 妃 作 用 于 关系 式 


(p—D)r 
Dl odd SiminU = 0, (13) 
i=0 


这 里 UE HCK,1p), 可 得 在 Cp 一 1)7 为 偶数 , 亦 即 上 > 2 或 2 一 2 且 了 一 偶数 时 ， 
(p—l)r 


A= Dvd" dt di 一 0， C23) 


tf 二 0 


甘 


一 gt5mtwU 十 Sm 内 U， i 一 偶数 时 ， 
一 (pi ; 一 奇数 时 ， 
今 4EPFerH(K, TD 而 4 一 dm 如一 7 十 ; 十 1 在 区 间 Ripr 十 1 之 9 之 ?十 1 中 ， 
内 之 由 $2 定理 4 有 4; 一 0, 亦 即 在 (z 一 1)7 为 偶数 时 (22) 式 戌 六 ， 
次 设 (p 一 1)7 为 奇数 , 即 p 一 2 且 7 为 奇数 ， 今 将 有 作用 于 (12) 两 边 即 得 


了 十 1 
B= Dnt id*dt Bi 一 0， (24) 
i=0 
其 中 
B* Sm{yU, i 为 偶数 是 三 7 十 1 时 ， 
B 一 1pxSminiDU 十 SmiaU， i 为 偶数 科室 + 十 1 时 ， 
Br Smin'U, i 为 奇数 时 . 
将 ww 作 用 于 (12) 两 边 即 得 
SS DO 一 0。 《25 ) 
i 二 0 
将 (24) 与 (25) 相 加 即 得 
r+ti 
C= YddtCi = 0, (26) 
f 一 1 
其 中 
和 i 二 偶数 时 ， 
Ci = 
Bp* Smin'U + Si， i 一 在 数 时 . 


CeEEzH(RE，T 且 了 一 dm(C 一 7 十 六 工 盖 0， 在 区 闻 R32:2r 十 1 宇 49 之 rr 十 1 
中 , 故 由 $2 定理 4 有 Ci 二 0. 因 之 (22) 在 这 一 情形 也 得 到 了 证 明 . 
定理 7。 两 组 运算 【Smip) 与 {5mip)} 可 与 以 下 关系 互相 决定 : 
k 0， > 01/p 一 2 或 
At = >) SmbSmip) 一 | ( } (27) 
后 “| 恒 同 ，《 一 0\pk 一 奇数 时 
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0 ， 之 0 
3 Smify YSm, 一 一 | ?> 2 有 时)， (28) 
i=0 有 昌 卓 ， 一 


它们 也 可 与 以 下 诸 关 系 相互 决定 : 


kK 0， 之 0/p= 二 2 或 

A = >) SmtjiSmis) 一 | | } (29) 
i=0 恒 同 ，《 一 0\ph = 奇数 时 ， 

k 0， 0 

Bt 一 > Smt7isSm, 一 | (pp 之 2 时 ). (30) 
i=0 恒 同 ， 及 一 0 


对 于 {Smi?)) 与 {5mi?)} 现 组 运算 也 同样. 
证 . 以 上 诸 式 即 为 (8;) 与 《82) 在 p 二 4d 时 的 情形 ， 只 须 注意 在 命题 2 与 定义 2 以 
下 的 附注 即 可 . 


$4 用 Smith 运算 表达 的 实现 条 件 


命题 1。 对 任意 有 限 可 齐 形 X, 设 


0 :HCAx, 7 一 下 TCR，Axi 7o) (1) 
为 上 边缘 同 态 , 而 
Ht HI CXR,G, Ax; Tp) 一 已 (Xp Ax; Tp) (2) 
为 组 (多 ,号 的 Smith 同 态 . 则 
OH Ax, I CutH( KX,, Ax; 1 ), p=? 时, (3) 
po*HCAx, 1 CarHAX,, Ax; 1,), p> 2 时 . (3") 


， 因 恒 同 上 映 象 :Ax 一 多 ,引出 一 满 同 态 谈 :He(X,, TD) 一 BeCAx 1,), 从 $1 
We 4* 并 可 得 本 命题 ， 
命题 2， 对 任意 有 限 可 齐 形 X, 若 有 
7 人 和 一 0， (4) 
则 有 
pt DCAx To) 一 0， pm 一 偶数 时 . (5) 
证 ， 对 任意 UE HAx, 1,), 依 命题 1 有 YEHIX,, Ax; 15), 使 
SU= WV,， p= 2 时 , 


So*U = WwV,， p>>2 了 时 , 
先 设 p 一 2。 则 由 假设 得 
pe OU = pV = AD = DXIUT 一 
次 设 p 之 2, 因 之 m 为 偶数 , 则 仍 由 假设 有 
pt_ OtU = pt to 一 pk pt 有 = pV = rHXIVUTV = 0. 
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命题 3， 设 X 是 一 有 限 可 剖 形 ,而 有 
ree!(X) 一 0. (6) 
则 有 
6*HA( Ax, 1,) 一 0， (7) 
和 证. 试 取 X 的 一 个 单纯 剖 分 天 ,并 作 复 形 风 与 K$ 一 R$/t 如 第 一 章 ， 命 
Y = X#— |R#|, 
Y= X} — |K}| = Y/s, 
于 是 (或 了 ) 是 X 在 久 ,( 或 X,) 中 的 一 个 # 重 不 变 去 核 邻 域 (或 巡 通 不 变 去 核 邻 臧 )， 
由 假设 (6) 以 及 W(XX) 的 定义 ,我 们 可 取 和 的 剂 分 天 充分 精致 ,使 有 
roA™(Y, 1) = 0. (6') 
设 外 y: 于 (Y, 1,) 一 TY, 1y) 是 组 (>, z) 的 紧 致 Smith 同 态 ， 则 由 第 二 章 ， 对 任意 
UEH*(Y, 1,) 有 
ayU = rpA(Y, t)UD, 
因 之 从 (6 ) 可 得 
ln 一 0. (6") 
今 设 ): 辽 己 条 与 关 了 C X# 为 包含 映 象 , 则 7 了 (了 ,1) 一 《XX¥, 是 一 组 肌 象 , 而 以 i 为 
导出 映 象 ， 因 Y (或 了 ) 是 X¥ (或 鸡 ) 的 一 个 开 集 , 故 7 引出 同 态 7:HHCY, 1,) 一 HCX?， 
19), 使 思 *1* 一 六 下 ,这 里 
ni*: Ha(X$, 1,) — Hr (XS, 1,) 
是 组 (人 ,的 紧 Smith 同 态 . 设 
:HACK,, Ax; Tp) ~ HACXY, To,) 
与 
:HX,, AxU |K$|; 1,) ~ He(Y, 1,) 
是 由 于 X, 有 以 Ax UK# 为 有 限 子 复 形 的 剖 分 而 存在 的 确定 同 构 , 则 有 
pt = Eh, 
这 里 地 是 组 (党,, 已 的 Smith 同 态 ,该 组 以 Ax 为 不 变 子 复 形 ,于 是 下 面 的 图 象 是 可 交换 
的 ,其 中 党 , 5* 都 是 上 边缘 同 态 : 


一 ， 六 一 | 
Hoti(Y,1,) 一 > Hoti (X81) <—— HTX,, Ax;lp) 


fay | Bi* | 


_ 天 _ 包机 
Hao(Y, 1,) 一 > He (X$, 1) <—— HA Xs, Ax; Tp) 


和 A 


个 半 
HOCX,, AxU |K$|; 1,) < HA-iCAx, 1,) 
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由 (6”), 于 是 有 
pt OH Ax, Tp) 一 Mp, yeFH Ax, To) 一 0。 (8) 
这 证 明了 命题 
从 上 面 的 全 题 2, 3 以 及 $ 3 的 命题 3 即 得 以 下 诸 定 理 ， 
定理 31， 设 和 是 一 有 限 可 剖 形 有 


re@?(X) 一 0， pm 一 偶数 ， (9) 
则 有 
SmisyoHA( Xs) = 0, pit+ (pC—1)9 宇 m 时 , (10) 
特别 有 
HX,1,)—=0, (p—1)9 之 mm 时, 《10 ) 
定理 2， 设 X 是 一 有 限 可 剖 形 ,有 
ryr (XX) 一 0. (11) 
则 仍 有 (10) 式 . 


定理 3。 《Thom)， 设 XX 是 一 紧 Hausdorff 局 部 可 缩 空间 ,而 可 实现 于 一 N 维 欧 氏 空 
间 R* 中, 则 有 
Sm{Ny HA KX,T) = 0, pit+(p—1)g> Np — 1). C12) 
特别 是 在 i 二 0 时 ,有 
HX, 1,) = 0，g 宇 N 时 , (13) 
证 ， 设 人 XX CR 是 X 在 RY 中 的 一 个 实现 , 取 一 R* 的 单纯 剖 分 , 并 命 天 为 这 一 剖 
分 中 与 及 X) 有 公共 点 的 所 有 单 形 及 其 面 所 成 的 复 形 ,依据 Borsuk 的 一 个 定理 ,只 须 R* 
的 前 分 取得 足够 小 ,XX 即将 是 | 天 | 的 一 个 收缩 核 , 这 时 包含 映 象 i: 从 X) C | 天 | 将 引出 一 
满 同 态 
HAIK|, 1,) —> HoCX, 1,), 
因 K C RY, 故 由 第 三 章 $4 定理 1 有 
Dee NIKI) = 0, 
由 上 面 的 定理 1 即 得 
Sm 1) = 0, pi+(p— 1)g > NCp— 1). (14) 
因 六 是 满 同 态 且 与 Sm 好 可 交换 , 故 从 (14) 得 (12) 式 ， 
定理 4， 设 X 是 有 限 可 剖 形 而 可 局 部 实现 于 NN 维 欧 氏 空间 R* 中 , 则 有 
Smigr HA(R, Tp) = 0, i+ (Pp— 1 NGp—1)+1, (15) 
证 ， 这 由 第 三 章 的 一 般 定理 以 及 上 面 的 定理 2 立即 得 出 ， 


§ 5. Smith 运算 与 Steenrod 徊 的 关系 


在 本 节 中 我 们 将 证 明 , 在 $ 3 中 对 一 复 形 玉 ， 通 过 积 复 形 玉 xXx.… X 天 中 周期 变换 
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和 


K 是 一 有 限 单纯 复 形 ,而 oR 是 满足 $ 2 中 条 件 (a),，(b) 站 让 天 一 玉 XX 天 的 


次 
胞 有 踪 剖 分 , $ 2 中 的 各 种 记号 也 将 保持 不 变 . 
命题 I。 对 任意 整数 9,7 有 一 组 同 态 
Di:CAwRk,) — Cor(R,) (1) 


满足 以 下 诸 条 件 : 
Dl? 六 一 0，7 一 0. 
D2°% 对 cecCdR), 下 链 De 与 < 有 相同 的 系数 和 ， 
D3°” 如 果 reloko x :xco]ceRE, 则 DirC[o X .… Xx or] 


D4° 857 一 六 50 + S, t#° D1 
OPiit! = — Piti0 + GHDzirs 一 DY, 

证 ,与 Steenrod 在 [471 中 的 原 证 相似 ， 

今 设 工 是 天 的 一 个 闭 子 复 形 , ,是 工 的 了 重 积 复 形 ,也 是 率 , 的 闭 子 复 形 , 又 命 w， 
内 剖 分 mw 在 上, 上 的 部 分 。 由 条 件 D 3°, 六; 上映 m2, 中 的 下 链 为 守 , 中 的 下 链 , 故 对 任 
意 有 单位 元 素 的 可 交换 环 RR, Di 将 引出 对 侦 同 态 

D,: Crti(KR,, L,; R)— CCwK,, o ,; R), (2) 

而 取 工 为 空 复 形 时 ， 
D,: Cti(R,, R)— CoR,, RY. (3) 
与 D1 一 4” 相对 应 , ; 须 满足 以 下 条 件 : 

万 1? Db,=0, ;< 0., 

万 2” 若 w€ CX 民 ,, RR) 在 民 , 的 所 有 顶点 上 部 取 定 值 z€ R, 则 Dou€ CCwoR,, R》 
也 在 wk, 的 所 有 顶点 上 都 取 同一 值 a. 

D3° Du Cwlu], 这 里 ww€ Ca(R,, L,; R)2, 


p-1 
D 4° 万 ,5 一 万， 十 >) t#eD, tee 
a=0 
万) 一 —6Dyt + CHD! — HD,), 


对 任意 上 闭 链 we C?CK, 工 ; R), 设 w 是 CR R) 中 的 上 闭 链 ， 对 六 中 任意 胞 腔 
o,X. Xo 有 wi(o, XX 0o,) 二 u(o,).…ulo,), 于 是 有 
命题 2。 对 任意 C<(K, 工 ; R) 中 的 上 闭 链 zx， 上 链 谍 Djw? 为 Cr?r-iCK, 工 ; R') 中 的 


1) 对 一 复 形 天 中 的 任意 下 链 C 二 2 了 4;0; (或 任意 一 个 胞 腔 集 合 5), 我们 将 以 [ce] (或 [5]) 表 含 有 所 有 使 w% 地 0 
的 0i《 或 所 有 5 中 的 胞 腔 ) 的 天 的 最 小 团子 揽 形 . 

2) 这 里 [«] 意 指 天 的 闭 子 复 形 ， 由 ”在 上 取 非 等 值 的 一 切 4 维 胞 腔 以 及 它们 的 面 所 构成 ,而 w[4] 指 oKv 的 
子 复 形 , 它 是 wK; 在 [x*] 上 的 部 分 . 
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上 闭 链 ， 它 在 系数 环 R' 上 的 上 同调 类 只 依赖 于 * 在 系数 环 尺 上 的 上 同调 类 ， 这 里 《《 一 
(一 1)9 一 旋 
本 一 奇数 ， 
R' 一 (4) 
R/pR 一 R,。， 二 偶数 . 
证 ， 这 易 从 1° 一 4” 得 出 ， 
定义 . 对 任意 上 同调 类 UE HK，L; R') 任 取 wt U， 则 在 系数 环 R 上 上 闭 链 
oR 
上 面 Steenrod 客 的 定义 系 由 (1) 式 中 的 同 态 Di 利用 KK, 满足 $2 中 条 件 (a), (pb) 的 
任 一 剖 分 w 定 , 所 给 出 , 若 使 用 特殊 的 剖 分 则 可 使 D; 满足 以 下 诸 性 质 : 
引 理 1， 设 


wo#: CR) —> CwR,) (5) 
为 及 , 的 剖 分 所 定 的 链 映 象 , 则 有 (oi&€ K 任意 ) 
Dono, X :Xo)=0 xX... Xo,. (6) 


证 ， 若 dimo; = 0, 则 由 D2? 与 D3° 知 (6) 式 成 并 ,假设 (6) 式 在 > dimo; 二 
时 已 证 明 ， 设 oj€ KK, 而 有 dimgi 二 4 di 十 "十 由 二 7i 与 7 二， 则 由 D3? 应 有 
Drwalo, XX op) = 二 Xho, X .…， Xo,， 这 里 是 菜 一 整数 ， 由 D 4° 的 第 一 公式 可 得 
iB(g, X …- X op) 一 OPrwalo, X +.» xX o,) 
一 Prdws(o, X .:.. Xx o,) 
= Doandlo, X .*. Xx o,) 
= DC—1Yi-D wa(o, X +. X Oo; X *. X 0,), 
末 一 式 由 归纳 假设 
一 站 (一 Tri X.'. XBox -... Xo, 
一 Bo X .… xX o,). 
因 B8Co, Xx …' X op) 天 0, 故 得 1 一 1, 而 (6) 得 证 . 
引 理 2。 设 w 伦 , 为 第 一 章 中 从, 的 第 一 标准 剖 分 中 亡 ,, 则 对 任意 6 CR ) 有 


网 一 0，j > (一 1)9 时 ， 
(7) 
Dwac) = ce, 
或 对 偶 说 来 ,对 任意 u€ C?(K,, 上 ,; R) 有 
Pia=0, pi> (一 1)49 时 
#5 《7 ) 


其 中 
0#: CI wR,, wo,; R)— CR,, L,; R) 
为 与 (5) 中 下 链 映 象 w# 对 偶 的 上 链 映 象 ， 
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证 .由 第 一 章 , 复 形 wj 基 , 系 由 以 下 三 种 胞 腔 所 构成 : 

71” 胞 雇 o x …. Xo 这 里 oo 天 分 离 ， 

T2” 胞 腔 A,, ceE 玉 ， 

7T3? 胞 腔 [go, o, X… Xo,], 这 里 a, 0;€ KK，g, X…， Xo 是 1° 型 胞 腔 , 而 对 
每 一 i, 0 与 o; 张 成 一 KK 的 单 形 7(o,0; 可 有 公共 顶点 ). 

今 对 3° 型 胞 腔 [o,o, XxX…- Xo,| 有 |[oc,o XXo,l|Clrx-:… Xx7T,|, 设 
dimo = 4d, dimo;= di, dimlo,o X Xo] =g, 而 dim(T, X :+ Xzr) 一 r， 则 
gq 一 4 十 di 十 一 十 dg 十 1 了 7 和 pd 二 dd 十 十 dy 十 p， 因 之 + 记 pq.。 由 D2° 与 
D 3° 可 知 对 任意 3° 型 的 9 维 胞 腔 se wR 有 Di 一 0, ;> (yp 一 1)4 时 , 因 1°? 与 2 型 
胞 腔 间 一 结论 成 立 , 故 得 (7) 的 第 一 等 式 . (7) 的 第 二 等 式 则 从 引 理 1 得 出 ， 

引 理 3。 设 o&, 是 认 , 的 第 一 标准 剖 分 w, 民 ,, 则 对 任 一 上 闭 链 w& Cr*CK, 工 ; 1,) 应 
有 (d 一 1 一 


d# DPD, au? = 0, (8) 
证 ， 因 的 系数 环 为 1,, 故 不 论 p>>2 或 二 2, 都 有 夫 w? 一 (一 1)?-99aw? 一 wr， 
设 # 是 奇数 , 则 由 (7) 以 及 D 4° 的 第 二 等 式 有 
d# ， Dyou? 一 — (i#D, ,tt 一 万。 ya ) ur 一 一 6 vor? 一 0 
车 p 一 2 则 用 一 于 二 1 十 并 , 故 (8) 仍 由 (7) 与 D4? 得 出 如 前 . 
命题 3。 对 于 有 限 单纯 复 形 尺 ，Steenrod 巡 通 约 化 客 


Se :HIAK, 1) > HITi(K, 1,) (9) 
与 Smith 运算 
Smip: HCK, 1,)—> Hitr(K, [,) (10) 
间 有 以 下 关系 : 
0， 太 >0 时 , /p= 二 2 或 
A:= > (—1)Smkistti,) = | | ) (11) 
i=0 恒 同 同 态 ， 二 0 时 , \pk 二 奇数 
k 0 ， 之 0 时 ， 
B* = > Smts7 Sp) 一 | (kK> 2). (12) 
i=0 恒 同 同 态 ， 不 一 0 时 ， 


证 ， 试 考虑 玉 的 第 一 标准 剖 分 wR,， 先 设 训 一 2 或 训 为 奇数 ， 命 g，r 为 使 
4 十 & 一 了 的 整数 以 致 


0 一 Dr 二 一) 排 一 Sip 一 1)g 一 j 十 ! 并 (13) 
对 任意 i 在 系数 群 1, 上 成 立 ， 任 设 UEHrK, 1,) 与 ZE HK, 1,), 取 we UD 与 se 2 
并 作 序 列 
0 的 ?8 = s#20 + 30。 
, (14) 
Ozi 一 se 十 si 了 之 0， 


其 中 zi 一 0, i 过 《yp 一 1) 时， 对 一 组 满足 D1° 一 4? 的 同 态 有 
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5 方 ,xz 一 一 学 站 we。 (15) 
因 之 有 
KI(SmtsiStinU, Z)= KI(CStiU, Sm 人 ;2 ) 
= KI(Dey wa? gsG-orkk-n) 
一 KICD.(,_ wai?, 日 z0p 一 Jr 一 /一 : 一 stk jp rt 
一 KIC6Dc, va it?, gep—nrtk—i-!) 
一 KICGE ta De al? SCDrtk-i) 
一 一 KICGE vaiDep-vait?, cp—irthi1) 
一 KICGé yaoin Dep vat?, Yep—Drrk-i). 
将 这 些 方 积 乘 以 (一 1), 并 对 0 专 i 所 太 相 加 , 即 得 
KICAtU, 2) = —KICst orb ya?, sprtk) 
+ KIC _ yerD Dak , Cp-)r—1). 
因由 引 理 3 有 d# 信 (,_vyau? 一 0, 故 应 用 (14),(15) 于 最 后 这 一 等 式 可 逐步 求 得 
KICAtU, 2) = KICGt, yo aD op waa? Sep-—1) 
= 民有 万 ,wap SCp—)i#2 (pn ) 
= KICDop_ yar?, Ozcp—r—2) 
一 KICBDp vga tt, sp 


-一 并 a 
—KIi(Cst nar-D Va rad?, gp—i)r—2) 


一 — KI or Dipu?, go) 
—KI(CD_i ur, s#20) 
一 —KICD-xru, wa@?z). 


由 DD 1° 与 引 理 2 故 得 
0， 0 时 /一 2 或 
KICAtU,Z)= | ( ): 
KI(U, Z) 二 0 时 \ph 二 奇数 
因 U,Z 是 任意 的 故 得 (11),(12) 一 式 也 同样 证 明 ， 
定理 1。 对 于 一 有 限 单纯 复合 形 ， 由 (9) 式 所 定义 的 Steenrod 巡 通 约 化 融 以 及 反 
Smith 运算 
So 2(CK， 1,) 一 Ht(K, 1,) : (16) 
闻 只 相差 一 竺 号: 
| Smi»), 1 一 偶数 时 ， 
Si 一 C17) 
— Sm ip), 1 一 奇数 时 ， 
由 此 并 可 知 S6) 都 是 同 态 . 
证 ， 这 从 (11), (12) 与 $3 命题 4 比较 可 得 . 
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定理 2。 对 Pp 是 奇 质 数 有 
Smy) = 0,， j 基 0 mod(yp 一 1) 时 ， 
证 . 这 从 上 面 的 定理 1 以 及 Thom 关于 Steenrod 窜 的 一 条 著名 定理 得 出 . 
附注 ， 如 何不 经 由 Steenrod 知 的 考虑 而 直接 在 我 们 的 系统 下 给 出 定理 2 的 证 明 , 是 
丰 有 趣味 的 一 个 问题 ， 


第 五 拿 
复 形 在 欧 氏 空间 中 嵌入 、 漫 入 与 同 痕 的 阻碍 理论 


$1. 复 形 在 一 欧 氏 空间 中 的 线性 实现 


在 以 下 K 是 一 有 限 单纯 复 形 ， 我 们 将 视 K 为 一 充分 高 维 欧 氏 空间 中 的 欧 氏 复 形 ， 这 
样 作 显然 不 有 损 于 一 般 性 . 

定义 1。 一 个 从 IK| 到 R* 中 的 连续 映 象 了 将 称 为 复 形 k 到 R* 中 的 线性 里 象 ， 如 
果 对 K 中 每 一 单 形 , jc| 都 是 线性 的 。 一 个 玉 到 R* 中 的 线性 映 象 将 称 为 一 般 性 线 
性 映 象 , 如 果 以 a; 表 KK 的 顶点 时 , 诸 Ka;) 在 RY 中 处 于 一 般 位 置 .一 个 K 到 Rw 中 的 线 
性 映 象 f 将 称 为 是 K 到 R* 中 的 一 个 线性 实现 或 线性 谨 入 (以 及 线性 漫 入 ), 如 果 它 是 IK| 
到 R* 中 的 一 个 实现 或 说 和 人 (以 及 漫 入 ). 

定义 2， 一 个 |K| 到 R" 中 的 连续 映 象 f 将 和 为 是 到 Rn 中 通过 《的 单 绝 淹 分 天 K, 
K, a Ar 的 一 个 线 任 肌 家 (或 一般 性 线性 晓 家 ,线性 实现 或 联 入 以 及 线性 漫 入 )， 

定义 3。 所 有 |K| 到 R* 中 的 连续 映 象 在 通常 的 虐 离 

BCf, g) — Max pCf(), gC%)) 

之 下 成 一 虐 离 空 间 ,将 记 作 Cw( |K|), 这 里 2 指 R* 中 的 距离 ， 开 到 Rw 中 的 所 有 线性 映 
象 ,一 般 性 线性 肌 象 与 线性 嵌入 (以 及 半 线 性 映 象 等 ) 各 构成 Cx( |K|) 中 的 子 空 间 ,将 依 
次 记 为 Ly(K), GyCK) 与 Ix(K) (以 及 LACK), GHK) 与 TIMK)). 

引 理 1， 对 任意 f,gE Lyx《K), 虐 离 5Cf, g) 等 于 当 a 取 天 的 顶点 时 , 诸 距离 pCJ(4)， 
g(a)) 的 最 大 值 . 


证 ， 对 任意 “一 > has, 这 里 ai 是 玉 的 顶点 ,而 《ao ear) EK, 以 及 0 二 1， 
i=0 


olf), ge)) 一 o (> He), > nao)) 


< > rip(K an), gai)) 
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和 Max plf(ai), gai)) 
< Max p(f(4), g(a)), 
在 最 后 式 中 a 取 天 中 所 有 顶点 ,由 此 即 得 引 理 ， 

引 理 2。 对 Rr 中 任意 一 组 处 于 一 般 位 置 的 点 e，'…，2, 有 一 数 8 0 使 对 任 一 
组 点 6 ……， ai 只 须 po(aiy 2) < s, 即 在 RY 中 处 于 一 般 位 置 ， 

证 . 在 :一 0 时 不 需 任 何 证 明 ， 故 设 *> 0。， 设 a; 在 R* 中 的 坐标 是 au， …，aiv。 
命 邓 为 一 * 行 六 列 的 矩阵 ,其 中 第 7 行 第 列 的 元 素 为 of 一 ao 1 委 j 和 1 二 KN, 
于 是 所 谓 a; 在 一 般 位 置 即 等 价 于 M 的 所 有 行列 数 二 Min (s, 入 ) 的 子 行列 式 在 :万 NN 时 
不 能 都 = 0, 而 在 :> N 时 都 不 等 于 0, 因而 有 一 最 小 值 5 > 0, 于 是 s > 0 的 存在 即 从 
这 些 行列 式 对 a; 的 连续 依赖 性 立即 推出 ， 

命题 1。 点 集 LNCK) 在 空间 Cyx《1K|) 中 处 处 稠密 ， 

证 . 设 8 之 0 与 1f€ Cx(|K|) 已 给 ,， 因 K 是 有 限 的 ， 故 有 一 6 之 0 使 对 任意 x,，yE€ 
IK| 而 有 pkx,y) 过 56 时， 将 有 pCf(x)， f(y)) 二 2/2， 这 里 KK 还 理解 为 在 一 充分 高 维 数 
欧 氏 空间 中 的 欧 氏 复 形 . 今 取 一 玉 的 单纯 齐 分 天 ,使 天 的 每 一 单 形 的 直径 都 < 6， 试 芳 
虑 由 go) 二 人 a’),《 这 里 a 为 K' 的 任意 顶点 ) 所 确定 的 映 象 8g€ Ly(K') C LNCK), 则 
必 有 Bg, 了 ) 二 s， 盖 对 任 一 点 zxE |KK| 命 0 为 K' 中 任 一 含有 x 的 单 形 ， 而 a 为 o 的 任 一 
顶点 , 则 有 

plg(x), g(a)) < Diam pg(|o)) < 8/2, 
plf lr), g(x)) < plflx), fa)) + plg(x), g(a)) < e/2 + e/2= 6. 
因 之 有 Ag, 有) 二 8, 而 LhCK) 在 Cn(|K|) 中 处 处 移 密 ， 

命题 2。 点 集 Gn(K) 是 空间 LyCK) 中 处 处 稠密 的 开 集 . 

证 ， 设 6 之 0 已 给 , 而 4， …，er 是 天 的 预 点 的 全 体 ， 假 设 在 RY 中 已 取 定 ci …， 
ax《 < 7) 在 一 般 位 置 ， 而 p(KaD, ao0) < s, 1 委 i 委 和 这 里 je Ly(K)， 选 择 dr 使 
paths Ax+1) 之 8， 而 ax+ti 不 在 任 一 由 点 ay a3 1 委 i 安安 一 1 
所 定 的 * 维 线性 子 空间 上 , 则 a,… ,ax, ax+ti 在 一 般 位 置 ,继续 进行 可 得 一 玉 到 RY 中 的 
一 般 性 线性 映 象 了 使 fa) = ai, 而 PK aaD)) <s， 1 委 委 由 引 理 1 有 50f， 
门生 ss 因而 GvGR) 在 LyxCK) 中 人 处 处 稠密 .GnxCK) 之 为 开 集 则 由 引 理 2 得 出 . 

命题 3。 点 集 Tv(CK) 是 空间 Exw(KE) 中 的 开 集 ， 而 在 N 宇 2dimK 十 1 时 ,又 在 
Lx(KK) 中 处 处 稠密 ， 

证 . 在 Ix《K) 是 空 集 时 证 明 是 不 必要 的 。， 设 或 不 然 , 而 fe IvC(K) 是 任 一 KK 在 R* 
中 的 线性 嵌 人 人， 对 任 一 对 非 对 角 型 的 单 形 c, reE kK, 命 66: 0 为 1(jol) 与 1(|7|) 间 的 
距离 ， 也 就 是 听 有 距离 pC(x, y) 的 最 小 值 , 这 里 x Ef 作 1o|), 76 大 jzrl)， 于 是 所 有 这 些 数 


5.: 的 最 小 值 > 0 而 将 记 作 5/。 今 考虑 任 一 使 2(f, 8) 二 = 5; 的 KK 到 RS 中 的 线性 映 象 


8 € Lvy(K), 我 们 将 证 g € Iv(K). 
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为 此 首先 注意 对 任 一 对 非 对 角 型 单 形 o,， rEK 点 集 gC1o|) 与 gjrl) 必 无 公共 点 ， 
盖 对 任意 点 x |ol,y€ |r| 痢 应 有 pCg(*), 8g(7)) 宕 pCf(x), f(y)) — olf(x), g(*)) 一 
p(f()，g()) 宇 3) 一 26(j, 8g) > 0， 由 此 可 知 对 任 一 o€ ,gf/o 是 一 非 退 化 的 线性 映 
象 , 否则 将 有 o 的 面 0,, os 彼此 无 公共 顶点 ,而 有 gC1o,|) gC1os|) 二 8B， 再 者 ， 如果 
z 区 yE IK 使 g(x) 二 g(y), 则 x,» 将 各 在 两 不 同 的 单 形 o 关 z 的 内 部 ， 而 这 二 单 形 必 
有 顶点 公共 , 命 0 是 oc, 7 的 一 个 公共 顶点 , 而 o ,rz' 是 它 相 对 的 面 , 从 g(0) 至 g(x) 一 
g(y) 的 半 射 线 1, 将 与 gC|o|) 以 及 gr) 相遇, 假设 ! 首先 与 g(1o"|) 遇 于 点 = (或 遇 
gC|o|) 与 (|r|) 于 同一 点 2), 则 0 与 7 将 是 kK 的 一 对 非 对 角 型 单 形 而 有 z€ gC1o |) 中 
gjrl) 关 中， 而 dim (or) < dim (or)， 依 此 进行 可 得 一 对 非 对 角 型 单 形 m,m 使 
glool)InagCiro 关 ,与 前 面 已 证 考 相 违 。 因 之 x 关 yE |K| 北 含 了 g(x) 产 g(y), 而 
ge In(K)， 这 证 明了 mw(K) 是 Lw(K) 中 的 开 集 , 最 后 一 个 论断 则 由 命题 2 以 及 下 面 的 
事实 得 出 : 如 果 N 大 2dim 玉 十 1 则 GrCK)CINK), 即 任 一 一 般 性 线性 映 象 是 一 线性 
嵌 人 ， 

命题 4， 设 天 是 一 有 限 单纯 复 形 , 以 工 为 一 子 复 形 , 而 了 是 |K| 存 RY 中 的 一 个 连续 
映 象 ,使 f/1L| 是 一 上 到 R* 中 的 一 般 性 线性 映 象 , 则 对 任意 6 > 0， 有 一 天 的 单纯 剖 分 
K,， 以 及 一 KK 通过 KK, 的 一 般 性 半 线 性 颇 象 使 : 1° gf, 认 三 s, 2°f/1L| 三 刀 与 3 
命 ,为 下 的 子 复 形 ,由 工 中 与 任 一 一 工 的 单 形 无 公共 顶点 的 单 形 所 构成 , 则 天 以 元 
为 一 子 复 形 . 

证 ， 与 命题 1 的 证 明 相同 , 可 证 有 一 KK 的 前 分 K', 以 工 的 某 一 剖 分 L' 为 子 复 形 ,而 
使 由 f(a) = a)， a 为 K' 任意 顶点 所 确定 的 线性 映 象 fe Ly(K') C LSCK) 与 了 在 
CnC |K|) 中 的 距离 Hf , 了 ) 二 8， 今 将 KK' 的 顶点 只 须 不 是 天 的 顶点 而 又 在 1L,| 上 者 痢 
除去 ,但 保留 其 他 顶点 , 则 可 改写 K' 为 另 一 玉 的 剖 分 玉 。 由 于 f/1L) = 这 一 新 的 剖 
分 K, 与 映 象 了 可见 符 合 命题 中 的 所 有 条 件 ， 


$2. 欧 氏 空间 中 的 交 截 与 环绕 


我 们 将 把 有 关 欧 氏 空间 中 的 交 截 的 一 些 定义 与 结果 收集 于 本 节 之 内 ， 以 为 本 章 后 来 
之 用 . 

设 R* 是 一 定向 的 N 维 欧 氏 空间 ， 在 R* 中 任 给 两 p, 4 维 处 于 一 般 位 置 的 欧 氏 定向 
单 形 cr, 这 里 p 十 g 一 NN 可 赋 与 一 确定 的 整数 8(o, r)， 称 之 为 ,7 在 定向 RY 中 
的 交 截 指数 者 如 下 ， 在 jzln |r| = % 时 ,我们 定义 ZCo,7) 一 0. 在 Iori 产儿 
时 ，|c| 与 jz| 只 能 有 一 点 公共 , 设 为 0, 而 0 在 |o| 的 内 部 也 在 lz] 的 内 部 ， 设 c 一 
(os 4p)，T 一 《by，*……， ba), 而 这 里 顶点 的 次 序 与 ,7 的 定向 相应 , 则 一 (04.…… 
apb.……by) 是 一 十 g = 维 的 定向 欧 氏 单 形 ， 于 是 我 们 定义 (a, 中 为 十 1 或 一 1， 
视 的 定向 与 R* 的 已 给 定向 协 合 与 否 而 定 . 
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在 R* 中 若干 有 相同 维 数 p 的 定向 欧 氏 单 形 以 一 可 交换 群 G 的 元 素 为 系数 的 线 注 
和 , 称 为 RY 中 在 系数 群 G 上 的 一 个 维 单 形 链 。R" 中 一 个 p 维 定 身 欧 氏 单 形 或 p 维 音 
形 链 的 下 边缘 ,可 自然 地 定义 为 一 p 一 1 维 单 形 链 . 如 果 x 一 乙 sic; 是 R* 中 的 一 个 单 形 
链 ， 则 相应 于 系数 a; 关 0 的 那些 单 形 jc;| 作为 点 集 时 的 并 集 ， 将 称 为 x 的 支柱 而 记 作 
ix|。 两 个 R* 中 的 整 系数 单 形 链 x 一 如 ai0;, y 一 如 bjTj, 其 维 数 各 为 p, 9, 而 请 十 4 一 
N 时 , 将 称 为 处 于 一 般 位 置 , 如 果 有 16x| 站 1y| 一 多 与 jx| mn 18y| 一 8 如果 必要 , 至 
多 作 一 微小 伦 移 , 总 可 伦 移 这 样 两 个 单 形 链 *, y 为 两 单 形 链 x 一 a0;, y = 允 biT)， 
使 任 一 对 相应 系数 w, 5; 都 0 的 定向 单 形 oi, 中 称 在 一 般 位 置 . 可 证 只 须 伦 移 充分 小 
时 , 数 之 Bai zaii 将 与 伦 移 的 选择 无 关 ， 而 称 为 x 与 ?在 定向 R* 中 的 交 截 指数 


并 将 记 作 多 (xz，》)， 

这 样 定义 的 交 截 指数 具有 以 下 诸 性 质 (出 现 的 单 形 链 都 在 一 般 位 置 ): 

0 W(x,y) 是 +,y 的 双 线 性 函数 . 

Bi HBr, = (1)%G(y, 7), 这 里 p 二 dmx,qg = dmy,péEg=N. 

3 BlOx,y)=(—1). B(x, 0y), 这 里 dimx 二 p, dimy 一 g,pEqg 二 N+1, 

WB B(xr,y) 一 0, 如 果 x,y 都 是 下 闭 链 ,而 dmx 二 dmy= 二 NN 

多 如 果 RN 改变 定向 , 则 B(x, y) 改变 符号 ， 

今 设 z,, z; 为 定向 RY 中 的 整 系数 单 形 下 闭 链 , 其 维 数 各 为 p,q, 而 pp 十 4 十 1=N. 
假设 z,, z; 是 分 离 的 , 即 |z,| 作 |zz| 一 8， 下 闭 链 = 必 是 R 中 某 单 形 链 的 下 边缘 , 任 取 
其 一 x 使 6x 二 z,, 则 x, 2 在 一 般 位 置 而 B(x, z) 与 链 * 的 选择 无 关 。 数 B(x, z) 你 
为 2 与 的 环绕 数 而 将 记 作 用 (zz2)。， 对 此 有 以 下 诸 人 性 质 (z,, x; 为 分 离 的 下 闭 链 ， 
dim 2, = p, dim 2; = gqg, p+ g = ND 1): 

EE EN, 9) 一 W(x, 2;), 这 里 #3, 一 Ox. 

1， 下 (zy) 为 2 与 #3 的 双 线 性 防 数 , 

Es Lz 0) 一 (一 1 (8, zx) 

红 1， R" 改变 定向 时 ,5 (z,, 22) 改变 符号 . 

在 某 一 欧 氏 单纯 复 形 中 的 一 个 下 链 。 以 及 1c| 到 R” 中 的 一 个 连续 映 象 p 所 成 的 
偶 , 帮 是 RY 中 的 一 个 奇异 下 链 而 将 记 作 pc, 又 记 19c| = 9|c|， 特 别 是 R* 中 的 任 一 单 
形 下 链 * (以 及 在 第 一 章 $ 1 在 通常 意义 下 的 奇异 下 链 ) 都 可 看 作 是 当前 意义 下 的 奇异 下 
链 ， 两 个 RY 中 的 奇异 下 链 mic，9zcz 将 称 为 在 RN 中 处 于 一 般 位 置 ， 如 果 9 18c| 与 
plc,| 不 相遇 ， 而 p.19c,| 与 pz| cz| 也 不 相遇 ， 如 果 这 样 的 两 个 链 的 系数 群 是 整数 群 而 
维 数 之 和 是 N， 则 恒 可 作 微 小 伦 移 ， 使 它们 伦 移 为 对 某 剖 分 而 言 的 两 个 单 形 下 链 x,, x;， 
而 且 只 须 伦 移 充分 小 ,所 得 的 这 两 下 链 x,, xz 可 使 处 于 一 般 位 置 且 对 定向 RY 的 交 截 指数 
与 所 选 伦 移 无 天 。 此 数 即 称 为 奇异 下 链 pic,, pze; 在 定向 RNY 中 的 交 截 指数 ,而 仍 将 记 作 
ZB《(gpics, pzc2)， 同样 也 可 定义 两 个 整 系数 奇异 下 闭 链 mw， 在 维 数 之 和 二 NN 一 1 
时 的 环绕 数 2 (ps 92s2)， 只 须 pz nn gi|z2| 一 8B。 这 样 定义 的 交 截 指数 与 环绕 数 
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仍 具 有 前 面 所 说 的 那些 性 质 . 

设 S 是 RN 中 以 0 为 中 心 的 单位 球 , 其 定向 与 RN 的 定向 协 合 , 而 。 是 5! 的 一 个 
定点 , 对 任 一 ST! 上 维 数 为 N 一 1 的 整 系数 奇异 下 链 c, 只 须 |6c| 不 含有 。，, 即 可 定 一 
整数 称 为 < 在。 的 局 部 覆盖 度 ,而 将 记 作 Deg:*?c。 如 果 c 是 Sw! 中 一 个 整 系数 奇异 下 
闭 链 , 而 维 数 为 N 一 1, 则 并 可 定义 一 整数 称 为 “ 的 Brouwer 度 , 并 将 记 作 Deg“ "ec (或 
Deg ,wc), 且 为 下 式 

c ~ Deg™De .SN 《在 S71! 中 ) 
所 唯一 确定 ， 在 式 中 的 SM! 视 作 由 定向 球 SV! 所 负载 的 整 系数 奇异 下 闭 链 。 如 果 c 是 
RY 中 的 一 个 入 维 整 系数 奇异 下 链 ， 而 19c| 不 含有 0， 则 又 有 一 整数 称 为 。 在 0 的 局 部 
种 盖 度 , 记 作 Deg 和 Pc， 命 吉 为 以 0 为 中 心 从 RY 一 0 到 sw-! 的 中 心 投影 , 则 在 这 些 不 同 
度数 概念 之 间 有 以 下 诸 关 系 : 

D1. 上 面 所 定义 的 各 种 度数 都 是 “加 性 ”的 ,例如 , 设 c = 马 nici 与 ci 都 是 5V7! 中 的 
N 一 1 维 奇异 下 链 , w; 都 是 整数 ,而 每 一 |9ci| 都 不 含有 5! 上 的 点 e, 则 ， 

Deg De = 2 nDegtY uci。 

D,. 上 面 所 定义 的 各 种 度数 都 是 “ 同 伦 性 的， 例如, 设 < 是 某 单纯 复 形 的 N 维 整 系 
数 下 链 , po, 9, 是 |c| 到 R* 中 的 连续 映 象 ， 而 po 守 9,, 且 实 现 这 一 同 伦 的 映 象 q,, 0 委 
1 守 1 都 使 pg,(|6c|) 恒 不 含有 OO 点 , 则 Deg8 poc 二 Deg,c., 

D,， 如 果 c< 是 SM! 中 的 N 一 1 维 整 系数 奇异 下 闭 链 , 则 对 任意 eE SSN! 有 

Deg( Wde = Degl de, 
Di。 如 果 c 是 RN 中 的 NN 维 整 系数 奇异 下 链 , 而 |0c| 不 含 0 点 , 则 
Degte = Degt mde., 

D;， 设 SY? 是 SN 与 一 过 0 的 线性 子 空间 RYT! 的 交 ,， VW! 是 RN! 中 以 球 SV 为 
边界 的 实心 球体 , 命 5 为 Sx-! 与 Sw-? 所 分 成 的 两 个 半球 之 一 而。 为 从 $ 到 Vw! 上 的 
垂直 投影 的 逆 变 换 , 协 合 地 定向 RV, RY!, S77! 使 w 保 持 定向 , 则 对 任意 R*! 中 的 整 系 
数 奇 寞 下 链 4, 如 果 |41CVyV*T', 而 |64| 不 含有 0, 即 有 

Deg 人 54 = Degiloy wd. 

交 载 数 , 因 之 而 环绕 数 都 可 用 度数 概念 来 如 下 定义 . 视 R 为 一 向 量 空间 而 对 任意 x， 

?ER 置 

sx = y— x€E RY 
与 
人 xz 7) 一 my 一 x*)E ST (在 x 关 y 时 ). 

设 4 , B' 是 某 欧 氏 单 纯 复 形 玉 ， 工 中 的 整 系数 下 链 ，p，, 由 是 | 4 千 , 1B'| 到 RY 中 的 连续 
映 象 , 4 一 pg4', 8 一 小 B 是 相应 的 整 系数 奇异 下 链 , 我 们 将 以 4, 3) 表 RY 中 由 点 集 
必 |4| x 18|) 所 负载 的 整 系数 下 链 sp Xx 6) SaxKA' X B”), 叉 以 放 A4,B) 表 5S*! 中 
计 点 集 区 4 x 181) 所 负载 的 整 系数 奇异 下 链 jgp X 由 ) Sdzx(A4' X B'), 这 里 Sd# 指 
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K Xx 上 到 某 单 纯 剖 分 的 相应 链 上 映 象 , 于 是 有 
Ds. CA, BB)= (~—1)m4 . Degor (A, B), 
这 里 4, 8 是 Rx 中 的 整 系数 奇异 下 链 ，dim 4 十 dmB 一 N, 164| 人 8B| 二 $,j4| 作 
168| 一 8 致 8(4, BD) 与 Deg8 4,B) 都 有 定义 . 
D, A, B)= (~—1)in4tl. Deg -D(A, B), 
这 里 4, 8 是 RV 中 的 整 系数 下 闭 链 , dm 4 十 dmB 一 N 一 1, 而 |4INN18|= 
(4,B) 与 Deg (A,B) 都 有 定义 ， 
Ds. Degd’s(A,B) 
一 Deg-d(04, B) + (—1)m4 . DegtNdDC A, 8B), 
这 里 4, 8 是 Rx 中 的 整 系数 奇异 下 链 , dim 4 十 dm B= N, 164|N 人 Ml|B| = $8$, |41 作 
168| 一 8 ,又 儿 194|,168 |) 不 含有 。 致 等 式 中 每 一 项 都 有 定义 . 
D,， 设 RNt! 一 RN Xx ,这 里 工 是 直线 一 00 < 上 < 十 co，SR，SM 是 RNt! 与 
RY x0) 中 以 原点 为 中 心 的 单位 球 ,向 6 是 SV! 上 一 定点 , 设 R 已 定 同 ,于 是 定 同上 使 
正方 同 依 :增加 , 而 RY! 依 和 与 工 的 积 来 定 同 , 其 次 再 协 合 地 定 同 SNY 与 SV, 设 0,T 
为 p, 4 维 欧 氏 单 形 ,p 十 9g 二 入 一 1, 而 f,8 为 lao|, 与 |7r| Xx[ 一 1, 十 了 可 在 R 中 的 
连续 映 象 使 flo| CR*N, 而 对 任意 ye |ri, teE [一 1; 十 1] 有 gly, 四 E RNY XxX (z), 则 在 庄 
相应 度 都 有 定义 时 ,有 
Depg: Wi(fo, g(t Xx [一 1 + 11)) 
一 Deg:* Dj(fo, g7). 
命题 1， 设 R 是 一 NN 十 1 维 欧 开 空间 ,以 (506, 5，，…,&w) 为 一 坐标 系统 而 RY， 
R? 为 尺 " 妆 中 由 方程 名 一 工 与 名 一 2 所定 的 两 个 平行 的 立 维 线性 子 空间 , 今 依 坐 标 次 序 
(5 ws 50) 与 (5 Ew) 定向 RNY 与 RY, 并 记 这 些 定向 欧 氏 空间 中 的 交 截 数 
为 多 与 外。 设 玉 是 出 两 单 形 c, z 以 及 它们 的 夯 所 构成 的 复 形 :其 维 数 各 为 p, 9, 而 十 
4 一 N, 工 是 积 复 形 关 X [1, 2] 的 某 一 单纯 剖 分 , 工 在 天 X (1) 与 x(2) 上 的 部 分 
各 为 天 ,与 天 。 设 庆 是 | 工 | 到 RR 中 的 一 个 连续 映 象 , 有 多 |K;|) CC RY, 而 对 任意 x E€ 
IK|, I 过 4 二 2, 8 中 点 多 x, 人 的 总 坐 标 1 且 <2， 以 4 表 玉 X [1, 21 到 区 
的 相应 剖 分 链 揣 象 , 又 对 天 的 任 一 链 c, 以 he 表 奇 异 下 链 1Sdr* (ce X [1, 2])( 这 里 [1, 2] 
依 自 工 至 2 的 方向 来 定向 )。 同样 , 命 hiK;| = :|K;| 一 R 并 对 任意 KK; 中 的 下 链 ci， 
简 记 FSdsc; 为 cj。 假设 以 下 几 对 奇异 下 链 在 RNT' 中 都 处 于 一 般 位 置 |(h60, 加)， 
《pc， 66r)， (ho, fr), Cfo, jr)， 则 有 
Gho, hp8r) 十 (一 1)dime , (fhO0, hr) 
一 多 joy fr) 一 Gapo, fir), (1) 
证 . 任 取 & > 0, 并 取 积 复 形 KK Xx [1 一 s， 2 十 sj 的 一 个 单纯 剂 分 L' 以 工 为 一 子 
复 形 . 定义 一 连续 映 象 :| 二 | 一 RYT 如 次 : 
nlx, 1) = hx, 2), 1 i A2, 
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EACr, 4)] = 二 1，% 之 1 或 二 2 
Earx, 0)] = Sx, 2)], 4> 2,;7=1,2,.",N, 
gaCx, 4) = E(x, 1)], 1%<1,)= 1,2,.**,N, 
其 中 x€ |KK| 而 5[z] 指点 x€ RN+! 的 5, 坐标， 如 前 简 记 SdnxCec X [1 一 8,2 十 81) 为 
hc, 这 里 c 是 KK 的 任意 链 ,又 冉 &/|K| x (2+ 6) 二 ,2/|K| x (1 一 8) 二 fi, mfiSdsn 
为 方 可见 
0(pac, hr) = Gh Oo, br), 
Sha, AOT) = Hh'og, ROT), 
GS Afo, fr) 一 《一 1)9 Sho, fr), 
GAho, fr) = (—1). Bho, fr), 
好 (fo br) = Hfio, br) 一 0. 
此 外 又 有 
Of'o = ho 十 (一 1 .fio (—1).: fo, 
OT = hor + CC—1) .jzr mC—1) fr, 
因 之 有 
他 (和 Bo hr) = BOFo, hr) 十 (一 1 Slfo, br) ~ (—1). (fio, hr) 
一 人 (92 ， hr), 
Hho, BOT) = Wh'o, 8pr) 十 (一 1 .他 (pa ft) 一 (一 1 HFo, fr) 
= Sho, 9pr) + Wfo, jr) 一 Bho, pt). 
办 
有 (8Bbo BT) = CC—1)t. Bho, OFT), 
故 得 (1) 式 . 


$ 3 复 形 幅 入 欧 氏 空间 中 的 阻碍 


以 下 R” 是 一 NN 维 的 欧 氏 空间 ， 具 有 一 固定 的 定向 ， 在 这 一 定向 对 欧 氏 空间 来 说 的 
交 截 数 将 用 $$ 来 表示 . 
设 kK 是 一 有 限 单纯 复 形 ,K* 一 R# 与 K* 一 K? 是 依 第 一 章 $4 那样 定义 的 二 重 去 核 
积 复 形 与 二 重 巡 通 去 核 积 复 形 , 对 天 中 任 一 对 非 对 角 型 单 形 c, r, 即 有 
CT 一 【一 1)4m 7 dnr.r*og, 
i#C0 X T) 一 《一 1)4m er dmr,.rxo, (C1) 
x#(0 XT) 一 o*r, 
其 中 cz 者 已 定向 , o x r 依 乘积 定向 ， 而 o#z 的 定向 使 投影 保持 定向 在 六 * 与 K* 
中 的 下 边缘 运算 则 各 如 下 式 所 示 : 
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O(log XT)=00 XTt+(—1)" .oo x Or, 
» 


O(logo*T) = Oo*z 十 (一 1)dm " . o*Or, 

试 萎 虑 任 一 KK 通 过 某 一 单纯 剖 分 K' 到 R* 中 的 一 般 性 半 线 性 映 象 f。 依 51 命题 2， 
这 样 的 映 象 是 必然 存在 的 , 记 由 KK 到 K' 的 前 分 链 映 象 为 Sa#, 则 对 任 一 单 形 o€ K, fSdwo 
是 R* 中 的 一 个 奇异 下 链 , 而 将 简 记 为 fo， 对 任意 NN 维 胞 腔 o X rE KR*, 因 } 是 K' 到 R™ 
中 的 一 般 性 线性 映 象 , 改 jo, fr 是 Rx 中 两 个 在 一 般 位 置 的 奇异 下 链 ， 因 之 B (fo, fr) 与 
WB (fr, fo) 都 有 定义 ,而 由 $2 有 

Glo,fr) = (~—1) n° lm, g(r, fo). (3) 
今 以 Tom 表 整 数 群 或 模 2 整数 群 , 视 N 为 偶数 或 奇数 而 定 , 又 以 row:T 一 Ten) 表 恒 同 同 态 
或 模 2 约 化 ,也 视 立 为 偶数 或 奇数 邢 定 , 则 比较 41) 与 (3), 可 见 


9 人 orz) 一 《一 Im rm Glo, 17), dimc 十 dimzr 一 和， (4) 
无 模 楼 地 定义 了 一 个 K* 中 以 lw) 为 系数 群 的 一 个 上 链 p;/。 同 样 我 们 也 可 用 下 式 定义 一 
K* 中 的 整 系数 上 链 多 /: 
fo XYt) 一 (一 1)dno VCjoyfr smo dimt=N. (于 > 
定理 1。 由 (4) 与 (4) 所 定义 的 上 链 qi 与 名 各 为 一 上 闭 链 或 dw- 上 闭 链 ,这 里 
dy=1—(—D™. (5) 


证 . 没 # X mE KR* 是 一 N 十 1 维 胞 腔 , 则 
PAE X 7) = FAOE XH + C1) §. GAE xX On) 
= tm. G08, fy) 十 《一 1 1m §, $fE, f0n) 
= C1) St. HOOFE, fy) + BfE, Ofn) 
一 《一 lm Ft. (C1) lm §. $C, Ofn) + BFE, Ofn) 
一 0， 
即 多 是 一 上 闭 链 ,其 次 由 (1),(3) 与 (4) 有 
HoAo X T) 一 (一 1 )am on lnr,. g(rTXo) 
一 《一 De (一 1 $f, fo) 
一 《一 1Dsm 7 (fo, fr) 
一 (一 1)4m 《一 1)4m ”bc Xr) 
一 《一 DDN go x 7). 
故 $j 为 一 dw- 上 闭 链 ,对 qj 的 证 明 也 相似 . 
定义 1。 由 (4) 或 ( 息 所 定义 的 上 闭 链 gj 或 dy 上 闭 链 $/, 将 称 为 K 到 R* 中 一 般 性 
半 线 性 映 象 了 对 已 给 RY 定向 的 示 访 上 闭 链 或 示 谋 特殊 上 闭 链 . 
如 果 上 是 天 到 RY 中 的 一 个 半 线 性 的 真正 的 实现 ， 则 gj 与 和 自然 = 0, 因 之 在 一 般 
情形 qj (或 @) 可 作为 f 与 一 真正 实现 相距 的 一 个 初步 测度 ， 这 个 概念 的 重要 性 则 可 从 
以 下 定理 看 出 . 
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定型 2， 对 一 有 限 单纯 复 形 天 ， 由 天 到 定向 RY 中 一 般 性 半 线 性 映 象 了 所 确定 的 诺 
示 幅 上 闭 链 w 与 示 若 特殊 上 闭 链 ， 都 在 同一 上 类 OX E ExCK*，To) 或 特殊 上 类 配 E 
H&KK*, z) 中 , 县 二老 间 有 以 下 关系 

rv zt Dy 一 人， (6) 
其 中 x: 民 * > K* 为 自然 投影 ， 而 志 ): HS)CR*, 7) 一 HMCK*， Tw) 则 为 对 组 ( 禄 *,#) 而 
言 依 第 二 章 $2 命题 4, 6 所 定义 的 同 态 . 

证 , 设 天 ,五 是 任 二 K 到 R* 中 通过 部 分 KK, 与 K, 的 一 般 性 半 线 性 洪 入 ， 对 RY 的 
闫 定 定 风 来 说 它们 的 示 嵌 特殊 上 闭 链 和 名 为 $j 一 名 与 外 一 9。 在 Rx 任 取 一 组 坐标 系 
《5 …，sw)， 其 所 定 定向 恰 与 所 给 RN 定向 相同 , 试 考虑 NN + 1 维 欧 氏 空间 RN+!, 坐标 
系统 为 《so 5，"…', #n), 而 总 一 工 与 名 一 2 所 定 的 两 平行 Y 维 子 空间 为 Rf? 与 RY. 我 
们 将 依 坐标 次 序 (8,，*…, én, 0) 与 (58,，"…*,#w) 来 定向 Rs 与 RyY。 在 这 些 定向 欧 氏 
空间 中 的 交 截 数 将 各 记 为 8 与 8%;， 命 6:RY = RY, i 一 1, 2 为 由 (5 …', 8) 二 (i， 
61， EN), i 1, 2 所 定义 的 RY 到 RY 上 的 保 向 拓扑 映 象 ， 定 义 所 :1K 一 RY 如 
fi 一 tif;, i 二 1, 2, 则 示 嵌 特殊 上 闭 链 名 将 由 下 式 

bio XD = 1 $Afo, fr) (7) 
给 出 , 这 里 o Xx re 及 * ,而 dm 十 dimr 一 N. 

他 [1，2] 为 线段 1 委 7 < 2.， 今 定义 一 连续 映 象 关 : | 天 | x [1, 21 一 Rm, 使 对 任 
章 反 ze | 天 | :将 Cs) x [1,2] 线 性 地 映 为 连接 f(x) 到 (x) 的 线段 ,特别 是 (x, 1) 一 
f(r), h(x, 2) 一 所 (x)， 应 用 $1 命题 3, 可 作 凡 的 微小 伦 移 4:|K| x [1, 2] 一 RNY+， 
使 对 名 以 及 任 一 对 K 中 维 数 之 和 = N 的 非 对 角 型 单 形 , $ 2 命题 1 的 条 件 都 能 满足 ， 记 
从 KK x [1, 2] 到 训 分 工 的 链 映 象 为 Saa， 并 对 天 的 任意 下 链 e 简 记 奇异 下 链 hSdsCe x 
[1, 2]) 为 hc, 则 由 $2 命题 1, 对 任意 胞 腔 c x re 民 * (这 里 dimo 十 dmt 二 N) 应 有 

Bho,hOr) + (—1) ne, BROo,hr) = $fio,fir) — BAfio, fir). (8) 
今 定义 一 KR* 中 的 N 一 1 维 整 系数 上 链 了 为 
yc Xr)= Sho', hr'), (9) 
这 里 c XxX r'€ 太 * 为 任 一 N 一 1 维 胞 腔 。 容 易 验 证 5 是 一 dn 上 链 ， 于 是 对 任意 N 维 胞 
腔 o x rE KR*, 由 (7),(8) 与 (9) 可 得 
po X7T) 一 wor xzr) 二 (一 1)dm .go x Br) 
一 他 (p8c, pr) + (—1)im oe. gho, Or) 
— (~1) mo. [gfio, ft) — afio, fir)] 
= $0 X77)— lo x7), 
由 此 得 $, 一 $; 二 5$， 因 而 由 K 到 R* 中 任意 一 般 性 半 线 性 嵌入 f 对 RY 所 给 定向 的 示 
幅 特 殊 上 闭 链 名 , 都 在 同一 特殊 上 类 ORE H&K*,) 中 . 

诸 寺 财 链 py 必 属 于 K* 上 以 row 为 系数 群 的 同一 上 同调 类 一 事 也 可 同样 证 明 ， 公 式 

(6) 则 直接 可 由 定义 获得 . 
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定理 3. 依 定 理 2 对 应 Rx- 固 定 定向 所 确定 的 上 类 足 与 馆 ， 实际 上 与 RY 的 定向 
无 关 , 且 有 以 下 性 质 
2DX 一 0， (10) 
2 二 0. (10) 
证 ， 设 “为 RY 到 自身 逆转 定向 的 一 个 线性 变换 ， 对 任意 天 到 R*N 中 的 一 般 性 半 线 
性 映 象 f, 命 广 为 玉 到 RVN 中 的 一 般 性 半 线 性 上 映 象 2f， 记 后 对 R* 所 设 定向 以 及 相反 定 癌 
的 示 嵌 上 了 团 链 (以 及 示 报 特殊 上 闭 链 ) 为 py,，p7 《以 及 外; 闻 7)， 同样 也 有 gp，g7-, 凶 广 
与 多-。 从 定理 2 可 得 
Pi ~ PF (11) 
与 
Py $$/ (11) 
男 一 面 ， 记 对 R* 所 给 定向 与 相反 定向 的 交 截 数 为 8 与 $8~， 则 对 任意 N 维 胞 腔 o XT€ 
及 *， 有 
Gro X TD) 一 (一 1 Ver) 一 一 (一 1 °. $fo, f7), 
Go X 7) 一 《一 1 $fo, 广 门 一 一 (一 1 °. $fo, 17), 
Pio X rz) 一 (一 1)tim “0 人 (je 大)， 
同样 有 关于 wy , pg/- 与 go 的 诸 式 ， 由 此 得 
PF = br = 一 站， (12) 
与 
9 一 p= 一 ?1。 (12) 
比较 (11), (11) 与 (12),C12), 即 得 (10) 与 (10)， 而 绽 ， 上 9 与 Rx 的 定向 无 关 也 因 之 
得 证 . 
定理 2, 3 说 明了 以 下 定义 的 合理 性 , 
定义 2。 对 一 有 限 单纯 复 形 天, 由 天 到 RN 中 任意 一 般 性 半 线 性 映 象 f 对 RY 任意 定 
册 的 示 嵌 上 闭 链 qj (或 示 赔 特殊 上 闭 链 $6;) 所 唯一 确定 的 上 类 ， 将 称 为 K 的 N 维 示 谤 类 
附注 。 有 限 单 纯 复 形 KK 在 一 定向 欧 氏 空间 R* 中 ,一 个 一 般 性 半 线 性 里 象 f 所 定 的 
示 庶 上 闭 链 qj 或 示 庶 兰 殊 上 闭 链 条 这 一 概念 ,也 可 稍 加 推广 如 次 ， 设 8 是 |K1 到 RN 中 
的 任意 连续 上 映 象 ， 使 对 KK 中 满足 dim 8 十 dm3as 委 N 一 工 任 一 对 非 对 角 型 单 形 7， 有 
g|#| 人 gly| 二 8 , 则 对 这 样 的 映 象 8 与 (4),(4) 相 类 似 的 等 式 , 即 
bao X=(—1)im". glgo, gr) (4) 
与 
PaOT) = 1) "rm Yego, gr), C4) 
其 中 so Xx re RR* 而 dimo 十 dm7 一 N, 将 引出 在 * 与 K* 中 的 确定 的 上 链 名 与 gs. 对 
此 有 下 述 
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命题 ， 上面 所 定义 的 上 链 ;os (或 pe) 都 是 av 上 闭 链 《或 上 闭 链 )， 且 都 属于 人 (或 
DX). 

证 ， 由 $1 命题 1， 在 Cv(|K|) 的 拓扑 下 可 选择 任意 接近 于 8 的 六 到 R* 中 的 一 般 
性 半 线 性 映 象 f， 我 们 将 取 f 与 8 充分 接近 ,使 对 任意 一 对 满足 dm$ 十 dim7 守 N 一 1 
的 非 对 角 型 单 形 5,” 仍 有 fj 人 fjn| = 二 务 ， 而 对 任意 一 对 满足 dimo 十 dimzr 一 六 的 
非 对 角 型 单 形 o, + 有 

Slo, 7)= Hlgo, eT), 

于 是 8。 (或 ps) 也 就 是 由 一 般 性 半 线 性 映 象 f 所 定 的 示 赔 特殊 上 闷 链 (或 示 嵌 上 闭 链 
P71), 因 之 自然 属于 名 (或 @). 

上 述 命题 可 使 示 嵌 (特殊 ) 上 闭 链 的 概念 稍 加 推广 犹如 下 述 , 

定义 1， 对 有 限 单 纯 复 形 K& 到 一 定向 欧 氏 空间 R* 中 的 任 一 连续 映 象 g, 如 果 对 天 中 
任 一 对 维 数 之 和 专 NN 一 1 的 非 对 角 型 单 形 8, 7 了 有 gls| 人 gl7| 二 8 , 则 由 (年) (或 (4')) 
所 定义 的 dy 上 闭 链 (或 上 闭 链 ) 将 称 为 映 象 & 的 示 广 特殊 上 上 闭 链 (或 示 柑 上 闭 链 》. 


$4. 示 骨 类 中 上 团 链 作为 示 眶 链 的 实现 问题 


设 K 是 有 限 单纯 复 形 。 对 天 到 一 定向 R* 中 的 任 一 一 般 性 半 线 性 瑞 象 f, 依 下 式 
PAT) 一 《一 1)sm .rm gfo, fr). (1) 
Gio X T= 1) ". (jo, 17) : C1) 
所 定义 的 上 链 已 在 $3 定理 1, 2 中 证 明 为 一 上 闭 链 或 一 dy 上 闭 链 , 且 属于 一 确定 的 示 许 
《特殊 ) 上 类 BE HNCK*, Ion) 或 外 EH&w(K*, 4) 中 ,本 节目 的 则 在 证 明 下 面 的 
定理 1。 如 果 N > 1, 则 任 一 上 闭 链 pe DRE HNCK*, Tw)) 或 dy 上 闭 链 YE BE 
H&K*,z) 都 可 实现 为 菜 K 到 R* 中 一 般 性 半 线 性 映 象 了 依 (1) 或 (了) 那样 定义 的 示 谱 
上 闭 链 . 
附注 。 这 一 定理 在 NN 一 1 时 并 不 成 立 ， 举 例如 下 ， 设 玉 是 一 一 维 复 形 , 由 三 个 顶点 
a, 2, 2 与 两 一 维 单 形 ab 与 ac 所 构成 , 因 K 可 线性 实现 于 R' 中 , 故 有 $k 二 0 与 @k = 0. 
因 之 命 € ClCR*, 与 gE CK*, 7)) 依 下 诸 式 定义 : 
bs Xec) 一 一 和 ce Xb)= 1, 
Pla Xb)= pb X a) = ba X ce)= ple xX 4) = 0, 
bb*ce)= 1, 
ba*b) = pax*c)= 0, 
则 6p Ek 一 0，64€ gk 一 0。 假设 有 -KK 到 Ri 中 的 一 般 性 半 线 性 贞 象 f, 使 名 = 二 5 
或 gj 二 654, 命 {(a) 一 o,fH2)=b ,fc) =o, 因 $(b Xx (0c)) = 582 Xx (ac)) = 
pb X ee) 0 或 pbr(lac)) = dbor(ac)) = (bre) 0, 故人 Blb', flac)) 天 0， 
因 之 六 必 在 "与 之 间 ， 同 样 有 $xKc X (ab)) 关 0 或 pxc*《ab)) 冯 0， 因 而 c 在 a， 
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& 之 间 , 但 这 是 不 可 能 的 , 故 5496 号 与 pe Wk 不 能 实现 为 任 一 示 霸 (特殊 、) 上 闭 链 $j 或 
Pi, 
定理 1 的 证 明 ， | 
试 考虑 任 一 玉 通 过 某 单 形 剖 分 KK 在 定向 RY 中 一 般 梅 半 线 狂 映 象 f, 它 的 示 拒 特殊 
上 闭 链 是 9 = 和 6 饶 , 记 尺 的 单 形 o,, cz …， 0; 的 维 数 为 4;。 任 取 一 对 胞 腔 0; X 6;， 
oj X oi€ RK*, 其 维 数 设 为 N 一 1, 即 41 十 4; 一 NN 一 1， 定 义 一 dn 上 链 by€ CONCK*， 
#) 为 
0 。 必 Xo 天 oXo 或 oiXoi 
Ko X or 一 41， or Xo = oi X os (2) 
(C1)Mtaid, og Xo= 0 Xoo, 
其 中 ok X oeE KR*, 且 di 十 di 一 NN 一 1， 任 给 a = 土 1, 我 们 将 在 以 下 指出 : 如 何 改变 
访 为 另 一 天 通过 某 单纯 前 分 K, 到 定向 R* 的 一 个 一 般 性 半 线 性 映 象 , 使 示 嵌 特殊 上 闭 链 
$j, 一 人 由 下 式 
和 一 Pot a. FX, (3) 
给 出 , 由 于 o X oj€ RR* 与 a = 土 1 都 是 任意 的 , 故 可 从 %% 获得 纪 中 任 一 ax 上 闭 链 邹 
而 证 明 本 定理 , 
为 了 要 改变 f 为 f, 使 名 == 名 ,如 (3) 式 所 示 , 不 妨 首 先 假 定 4d;>> 0, 由 于 N > 1, 这 
一 假定 无 损 于 一 般 性 ， 设 zi, 7; 是 K, 的 任意 单 形 ， 维 数 为 di, dj, 而 |7i| 入 10i|, |7i| CC 
1ol, 设 TT 二 fori, 一 Tj, 取 T; 的 一 个 内 点 wo 又 取 zj 的 一 个 内 点 * 使 有 
xl0 一 JoCxo)¢fol (Ko — Siri)™™|, (4) 
x 一 f(x)¢hl (Ko 一 Stiri)™ |, (5) 
其 中 Sw 表 Ko 中 的 星 形 , 设 工 为 一 过 * 而 与 7 垂直 的 4 十 1 维 线性 子 空间 , 我 们 将 定 问 
工 使 
SL, 7 = (—1)ma, (6) 
在 工 中 试 取 一 充分 小 的 直角 柱 形 P, 含 > 于 其 内 部 , 其 底 Z+ 与 Zz- 都 与 7 相似, 相似 比 
则 为 s 盖 0, 且 PP 与 轴 |(K 一 Snm 一 Snzi| 只 遇 于 x。 命中 过 x 而 三 直 于 柱 形 底 
面 的 直线 各 遇 此 二 底面 于 刀 与 *, 定向 Z+ 与 Z- 狂 如) 工 的 定向 将 引出 一 ?的 定 问 ， 
使 有 代数 式 (必要 时 交换 Z+ 与 Z-) 
8p 一 Z; 一 Z_ 十 C， 
其 中 C 指 了 的 侧面 ， 今 作 一 简单 折线 B， 顶 点 依次 为 zi x1，，……, x 二 *-, 使 以 下 诸 条 
件 能 满足 : 
1” B 与 fj(Ko 一 S47i)V | 以 及 | 都 不 相 进 . 
2” xoxi 与 垂直 且 与 由 RD:| 只 遇 于 x。 
3” xu Xn 二 x- 与 x 在 一 直线 上 , 且 *- 在 x 与;-, 之 间 . 
今 设 了 是 R* 到 自身 保持 定向 的 一 个 正 交 变换 , 把 x 变 为 zi, 方向 ze-irs 变 为 xoxi， 
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而 ” 的 线性 空间 变 为 r: 的 线性 空间 , 且 定 向 依然 保持 ， 今 对 任意 reE C1Stri， 命 rs 为 
下 网 2 为 中 心 , 依 s:1 这 一 比例 的 一 个 收缩 ， 特 别 是 rs 是 r; 中 的 一 个 单 形 ,与 Z- 以 及 
Z+ 合同 ， 今 定义 一 |K| 到 RY 中 的 频 人 象 甩 如下， 对 于 不 在 任 一 The 中 ，ThE SwT; 的 点 
y€ | 天 | 将 置 ji) 一 fy)， 对 于 ye 168re| 一 Int Ti,ssThE Stoti, 有 将 把 线 眉 yx 线性 地 
号 为 折线 B,y 这 里 B, 的 顶点 依次 为 一 jy x0 XX49 转生 和 其 中 六 
为 在 了 下 与 y》 对 应 的 点 ， 而 思 久 平行 且 等 于 xz， 依 $ 1 命题 3, 可 台 近 为 一 kK 通过 
某 剖 分 ,的 一 般 性 半 线 性 映 篆 1,, 使 以 下 诸 条 件 能 满足 : 
4” 对 不 在 任意 rts， ThE Sar 中 的 点 , fi 与 有 以 及 提 重 合 ， 
5” 对 任意 r 6 Swrisf|Tie| 与 和 (CK 一 Sir 一 8907 | 不 相遇 . 
今 比较 @ 与 名 ,二 $y 如 下 , 设 ox X oi 是 RR* 的 任 一 N 维 胞 联 , 我 们 应 该 证 明 (3) 式 
亦 即 
Glox X ai 一 Foor X 01) = adki(or X ao), 
或 
Gfiors ja 一 Bor, foo) 
一 4 [Zou X 00) + (—1)Hn ox. YO0. X o)], C3) 
如 果 04, oiSto;:， 则 天 与 如 在 |ox| 与 |o| 上 重合 ， 因 而 《3') 的 两 边 都 是 0。 如 果 of 
5t0i， 则 ofStoi, 因而 记 与 为 在 |cx| 上 重合 ， 而 在 |ox| 上 ,二 者 只 在 |jrxs| 上 有 所 不 同 ， 
此 处 为 Ko 的 ox 中 与 zi 相关 联 的 音 形 ， 如 果 di 写 di 十 2, 由 5°, (3') 的 两 边 都 是 0， 
则 BB (for, fo7) 一 ZB 《joox, fo01)， 如 果 oe Stoi, 而 di 写 4; 十 2 时 情况 也 相同 ， 最 后 试 
演 虑 oi € Szoi, dk 二 di 十 1 这 一 情形 ， 如果 关 oj,di 二 4) 志 N 一 2, 则 由 5? filtr,sl NN 
ol 一 8 , 因 之 (3 两 边 又 为 0。 如 果 o = 一 0;, 试 考虑 任 一 ow€ 尺 , 这 里 4 二 4d; 十 1， 
而 60w 十 0; 十 … (在 没有 这 样 的 0 € K 时 ， 可 在 事先 添加 这 样 的 一 个 单 形 于 kK)， 因 
PNhlOon— ol 一 分 ,大 rc N folOom — 0;| = $fldre,e — Tol N hlo,l = %, 
改 由 (4), 在 取 8 > 0 充分 小 时 , 有 (B04 一 To 十 ,二 土 1) 
G for, fo) — GB Chor, fo0;) 
= 分 (has 一 foor, ja) 
分 (hrke， fo0i) 
到 Crke， foO0m) 
= (IR. BOfrTke, foonm) 
= (I) nm Bries foom) 
— (—1)t. mn SCOP, foon) 
= (—1)K 人 (PP， Ofoon) 
= mn BP, foo;) 
一 《一 1)* “4 《由 (6) 式 ). 


L 


因为 显然 有 
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YiiC Oo x 0;) 十 《一 1)*。 Zao xX 00;) 一 Nk 
故 重 得 式 (3) 余 下 来 的 情形 也 可 同样 处 理 , 因 而 得 (3) 式 , 而 这 证 明了 对 路 时 的 定理 . 在 
@& 的 情形 也 可 同样 证 明 或 可 自 名 的 情形 推出 . 


$ 5 有 限 单纯 复 形 的 示 绒 类 台 与 名 类 名 (kK) 的 一 致 性 


在 第 三 章 中 。 我 们 曾 对 任意 Havsdorff 空间 X 引入 了 一 组 类 铝 (X)e HS, 1) 
与 一 组 类 路 (X) EH*(X%, Tow), 这 里 是 任意 质数 ,而 N 之 0 是 任意 非 负 整数 ， 在 X 
是 一 有 限 可 剖 形 而 天 是 它 的 一 个 单纯 剖 分 时 从， 与 (| 全 | ， (区 及 对 与 |K|) 有 
相同 的 同 伦 型 ,因而 可 确定 地 重 同 了 (和 zx; G) 与 HI( 隘 ， 各 ; G)( 以 及 ECXY，G) 
与 HN(K},G))， 在 p 一 2 时 ,我 们 在 第 三 章 $ 2 曾 给 出 了 在 购 与 KY 中 ,属于 类 牧 (X》 
E FDCR， tx) 与 OYCX)E HK3, Tow) 的 某 些 上 闭 链 的 明显 公式 ， 另 一 面 ,在 有 限 单 
纯 复 形 天 的 情形 , 我 们 又 引入 了 类 饶 e HS 如 ,4) 与 BEE HACKY，Tom)， 这 一 节 将 证 
明 这 两 组 类 ,事实 上 是 完全 相同 的 , 即 有 下 述 

定理 . 对 一 有 限 单纯 复 形 天, 示 估 类 傅 与 类 铝 (K) 重合 . 

证 . 设 RN! 为 一 N + 1 维 欧 氏 空 间 ， 而 R* 为 Rw+ 中 过 原点 0 的 一 个 N 维 线性 子 
空间 ， 设 5* 为 RYT! 中 以 0 为 中 心 的 单位 球 ,被 赤道 球 Sw-: 一 Rw 站 Sr 分 成 两 个 半球 3 与 
了 ,以 wo 玫 以 O 为 中 心 ,从 RT 一 0 到 Sn 上 的 中 心 投影 ,而 以 2 表 从 5 到 RN 中 以 Swr: 为 
边界 的 实心 球体 V* 上 垂直 投影 的 道 变换 ， 协 合 地 定向 Rwfl，Rw，Sw，Sn- 与 了， 
使 5 一 (一 1)*3 为 由 定向 球 所 负载 的 下 闭 链 ,而 

85 = (—1)"O5 = SN 
记 Rat 中 对 0 的 反射 x-> 一 x 为, 则 
/3 一 SS， 18 一 5, 
或 对 侦 地 说 ， 
在 {8} 一 {5} ， 寺 {8} 一 (5)， 
这 里 设 sx 已 被 章 分 成 由 胞 腔 5, 5 等 所 组 成 的 一 个 胞 及 复 形 ,而 {8} (或 { 引 ) 为 在 $ (或 
5) 上 取 值 1, 但 在 5( 或 8) 上 到 值 0 的 N 维 上 链 , 依 第 二 章 $ 5 例 2 与 例 6, 对 简单 组 (3*， 
to) 有 
Heian SY, t) ~ 1,, 


这 里 
| N 一 奇数 时 ， 
dy =1— (~—1)n 一 
d, N= 偶数 时 ， 
在 有 es 为) 中 的 一 个 母 元 素 由 含有 下 述 dy 上 闭 链 
2 = dr{S} = {5} + (—1)*{5} (1) 
的 dy 上 类 给 出 , 且 
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2 € ANCSY 10). (2) 
今 邯 虑 任 一 K 到 RV 中 的 一 般 性 线性 映 象 f, 对 始 的 N 一 工 维 骨架 (RD)X-: 所定 空 
河 的 任意 点 《xz 》), 命 
Flx, y) 一 my) 一 7) = if), f(y)) € SY 
这 里 7 为 $2 中 所 考虑 过 的 映 象 ， 设 o Xf 与 7 Xo 是 民 中 的 任 一 对 N 维 胞 腔 ， 因 而 
90， TE KK 无 顶 所 公共, 且 玉 |6o1) 与 藉 jr|7 不 相遇 ,而 万 jc|l) 与信 |8r|) 也 不 相遇 .了 映 
人 象 在 18Co x 5)| 上 已 有 定义 . 今 试 将 五 依 下 述 方式 推广 至 |o x zj| 内 部 ， 使 其 象 位 
于 SY 如下, 为 此 在 o xz 与 Xo 这 一 对 中 任 择 其 一 , 例如 o xt. 如果 fo| 几 fir| = 
%, 则 
Sljo, fr) 一 《一 1 oDegw Flo X 7) = 0, (3) 
这 里 允 指 定向 R* 中 的 交 截 数 , 因 之 可 推广 至 |e x zj 的 内 部 , 使 其 象 位 于 SN-! 上 ， 任 
取 这 样 一 个 推广 ,然后 再 推广 F 到 |t x o| 的 内 部 ,使 
F(Z2) = toFix(g), gEIntlr x ol. (4) 
厦 男 一 茵 有 fol 人 flr| 天 8， 则 fio| 与 |r| 恰 有 一 点 公共 ， 设 为 作 %%) == fyo)， 这 里 
为 与 jj 各 在 0 与 7 的 内 部 ,而 
多 (fo 产 ) = 土 1， 
今 将 c，z 表示 为 在 两 欧 氏 空间 Re, R: 中 的 非 退 化 单 形 ， 因 而 c x r 成 为 R。x R, 中 的 
一 个 吓 胞 膝 ， 其 边界 为 18Co x rt)|, 于 是 |e x ?| 的 任 一 点 可 表 作 形状 (x, y; 芍 ， 这 里 
(x, y)6 19(c xz 0 te1, 而 自 (m, yo) 至 (x, y) 的 线段 被 该 点 分 成 比例 二 
1 一 t, 推广 F 至 |e xz 内 部 , 使 
Flx, y3 1) — wltFlx, y)], (x, y; 1)€ lo Xt, 
其 次 再 推广 F 至 |r X o| 内 部 ,使 仍 有 (4) 式 .对 | 属 | 中 的 点 (x, y) 命 
s(x, y) 一 区 cz f(y)) = fly) — f(x), 
这 里 s 是 $2 已 提 到 过 的 映 象 , 于 是 映 象 we-'F 与 9 在 jc X r*| 上 显然 同 伦 , 且 在 同 伦 过 
程 中 使 |6Co x 7z)| 的 象 保持 不 过 0 点 , 因 之 ;有 
多 (fo 17) = (—1)" °. Degos(fo, 17) 
— (—1)n .Dego so x 7) 
一 《一 1D)4m ° .Deg wt!F (Co Xx 7), 
或 
多 (fp fr) 一 (一 1D4m o. Deg WF(o x 7), 
这 里 “一 w(0)& SV, 而 Deg'2 指 到 六 维 球 SN 的 映 象 在 。 处 的 局 部 覆盖 度 ( 见 $ 2 D,)， 
因 
Falo X 7) = [DegWF(o x 5)] .5, 
改 得 
Falo X 一 (一 Di .区 (jos 加) i$. (5) 
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于 是 从 (4) 可 得 

Fa(T X ay) = tonFatira(T X 0) 

一 《一 1)4m ” dim, fFa(o X 7) 
一 (一 1)dim o dim rtdim os 。 fo, jt) 。 ns 
一 (一 D)dm。, G(r, fo) «5, 

或 因 dimc 十 dmz 一 和 ， 

Fa(t X o) 一 (一 DY (一 Dam eg(frjo 了 (6) 
在 fjo| 几 fiz| = 二 8 时 ,，(5) 与 (6) 的 两 边 由 于 (3) 式 而 都 是 0， 因 而 仍 能 成 立 ， 由 此 知 对 
KK 中 任 一 对 N 维 胞 腔 o x tz 与 [Xo 有 

Fi: Co Xx) = {5} + CIN. {8}]: FaCo x 7) 
= (—1)m°. g(a, f7) 


dT 


Fe2 Cr XO) = {1{5) + CD: {5)]: Fa(r x o) 
一 (一 Dam °, (fr, fo). 
故 有 
F435 一 8), (7) 
这 里 8 是 喧 中 由 f 所 定 的 示 嵌 特殊 上 闭 链 , 因 五 依 作法 是 一 组 映 象 
F:C|CRE)™|, tx) > C8, #0), 
故 由 (2) 得 
F#5) € AN(R?, tx) = BK). (8) 
从 (7) 与 (8) 即 得 饶 = 个 (K), 因而 定理 得 证 . 
附注 1。 作者 本 人 (〈[62]) 以 及 Shapire ([44])， 关 于 上 述 定理 原来 的 证 明 与 这 里 的 
证 明 完 全 不 同 ， 但 这 些 原 证 都 依据 着 同样 的 原则 :， 作 出 天 到 R* 中 特殊 的 一 般 性 半 线 性 
陕 象 , 定 出 它们 示 嵌 上 闭 链 的 明显 表示 式 ,并 证 明 与 第 三 章 $ 2 中 所 给 出 的 明显 表示 式 相 
同 , 由 此 即 得 DYCK) 二 9%, 等 等 , 如 所 欲 证 ， 央 为 这 些 证 明 中 的 计算 颇 为 繁复 ,故我 们 
仅 简 述 作者 原 证 于 下 .为 此 先 假设 所 设 有 限 单纯 复 形 天 的 顶点 已 排 成 一 固定 次 序 。 < 
mm<< < or 天 中 的 单 形 将 表 成 < 规范 形式 ”c 一 ai， 使 恒 有 之 记过 … 之 i， 
旧 诺 单 形 将 排 成 一 次 序 环 使 一 由 wz 二 aj…aj 与 下 事实 相当 : 或 则 ; < 一， 或 
则 * 一 上 而 有 一 > 使 和 一 和 一 和 但 各 二 入 天 中 单 形 c 的 重心 将 记 作 ov. 
第 二 证 明 ， 设 Ra 是 一 2m 维 欧 氏 空间 ， 以 〈x，.….，z) 为 一 坐标 系统 ，R' 是 RY 
中 由 方程 xs 一 … 一 zo 一 0 定义 的 线性 子 空间 , 且 将 依 坐标 次 序 x1，.…, zx; 来 定向 ， 
R: 中 由 R"! 所 分 成 的 两 部 分 x > 0 与 + 过 0 将 各 记 为 Ri 与 Ri, 命 I(1 :所 m 一 1) 
为 直线 二 = 一 1 0， 因而 CR*T' 人 Re 一 人 而 
4 与 R* 交 于 队 一 点 0s 一 《1，……， 1 0…0). 命 4 为 RL 上 的 点 Gi,，0，,“…，0)， 对 绎 
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一 :之 1 与 委 m 一 1, 试 对 任 一 规范 形式 下 的 单 形 o= ai*…ai& 民 , 在 1 上 取 一 点 
i 一 4 使 xn(4o) 二 0， 而 对 任意 o 环 rCdimc 一 dimzr 一 crcK) 有 zh(C4o) 
< zi(4;)， 或 简 记 为 do 六 4 (这 里 wd) 指点 4 的 坐标 )。 今 定 义 一 玉 通 过 重心 
章 分 Ki 到 Rw 中 的 一 般 性 半 线 性 映 象 1, 使 
fa7) = A,, 
Ho) 一 4orEK;0 一 dmc< 魏 六 一 1， 
而 在 dim c 兰 my, 6E 开 时 ,Koo) 一 4 将 在 RP 中 适当 选取 , 另外 又 定义 一 K 通 过 天 ,到 
R71 中 的 一 般 性 半 线 性 映 象 六 , 使 
f(a) = f(a) = 4 
f (0) 一 fo0)= A,oEK,0<dmoRm—1, 
而 在 dim o 之 m, 56 Ko 时 ,fCoo) 一 4,€ RY 1!, 它们 的 相应 示 嵌 上 闭 链 各 为 
pie PE HY KY), 
pr E DE PK*, 1,), 
今 引 进 一 整 系数 上 链 go€ C”™"'(K*) 为 
Poo TT) 一 《一 1 Gifo, f7), 
其 中 ox¥xTEK*, dimo 十 dimT= 21m 一 1 dimo 二 dimT, 而 BB?! 指 在 依 上 面 定向 的 
Rw 中 的 交 截 数 ， 由 直接 计算 可 知 


Pr fp0s 
Spo 一 29r. 
因 之 有 
oj 一 Be™, (9) 
这 里 8 :FPCRY 11) 一 (KE 为 Beckstein 同 态 ， 由 直接 计算 又 有 
pr 一 ra dim Ia aim)} C10) 
这 里 > 展开 于 满足 条 件 
放 达 市 达 由 过 过 说 了 1 达 所 (11) 


的 一 切 指数 组 (Gi, 站 上， 以 (10), (11) 与 第 三 章 $2 相 比 较 , 即 得 
DE = BK), 
从 (9) 式 并 应 用 一 般 关系 @?*(X) = 8*0i -ICX) 于 组 (KK#, ,更 有 
OE = DK), 

关系 崇 二 各 (K) 也 可 类 似 地 证 明 , 其 细则 参阅 [621. 

附注 2， 下 面 简洁 而 美妙 的 证 明 是 岳 景 中 给 出 的 ， 将 K 赔 入 一 充分 高 维 数 的 单 形 信 
以 成 A 的 一 个 子 复 形 ,而 命 (, 站 : (KR¥，K¥) -> (A¥, A¥) 为 自然 包含 映 象 ， 于 是 六， 
G2(]A|) = (|K|)， 试 考虑 一 人 到 R* 中 的 半 线 性 嵌入 f, 可 见 f 对 KK 的 示 典 上 闭 链 
则 为 f 对 么 的 示 柑 上 闭 链 的 限制 ,因而 有 76w@X 一 外 , 故 只 须 定理 对 特殊 复 形 人 A 能 证 明 
成 立即 可 ， 今 从 第 四 章 $2 与 第 二 章 $5 例 6 有 HE)CAZ, te) 7 又 已 知 在 dimA> 
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N 时 有 名 (|A|) 关 0。 另 一 面 负 一 0 将 将 含 饼 一 0， 对 任意 及 成 立 , 而 这 由 简单 的 例 
子 即 可 知 是 不 成 立 的 ， 因 之 外 一 图 (Al) 代表 了 mA ta) 中 唯一 不 等 于 0 的 
元 素 ， 


$6. 复 形 在 欧 氏 空间 中 浸入 的 阻 得 


设 关 ，RY 等 与 以 前 诸 节 相 同 . 设 了 是 天 到 R* 中 的 一 个 一 般 性 线性 陕 象 ， 则 了 与 一 
漫 信 不同 之 处 在 于 : 天 中 可 能 有 某 些 单 形 对 o1,0s 只 有 单 形 0 为 公共 面 ,但 foi| 与 fo| 
却 有 了 io,| 以 外 的 点 公共 , 因 之 为 对 这 一 差异 作出 初步 的 量度 , 我 们 将 引入 一 发 吕 中 的 上 
链 凡 如 次 ， 对 于 天 中 任 一 对 非 对 角 型 的 单 形 cm, o 以 及 一 顶点 4, 假设 dim o 十 dim o 一 
N, 而 4 与 (也 与 cz) 张 成 六 的 单 形 〈e 也 可 为 o, 的 顶点 或 于 的 顶点 ， 但 不 能 同时 为 o 
与 0; 的 顶点 ), 此 时 命 
DALas oa X oo) 一 (一 Dim “区 (fo fo). (1) 
另 一 面 , 入 在 全 2 中 一 切 不 作 上 述 [a, o, X 02] 形状 的 N 维 胞 腔 上 都 取 值 0, 于 是 容易 
验证 by 是 六 人 ?中 的 一 个 dy 上 闭 链 ,这 里 
dx 一] 一 《一 生计 一 tk. (2) 
定义 1。 K&? 中 由 (1) 式 定 义 的 dn 上 闭 链 $j, 将 称 为 KK 到 定向 Rx 中 一 般 性 线性 映 
象 f 的 示 扫 特殊 上 闭 链 . 


在 第 三 章 $2 中 ,我们 曾 定义 了 玉 的 更 ， 与 于。 上 类 为 : 


VHCKR) 一 ANCRD, tx) € HB VCR, tx) (3) 
与 
DECK) = ANCR®D, tx) € HNCK®, Ton)). (4) 


我 们 将 证 明 下 述 定理 ,这 说 明了 在 p 一 2 时, 音 KCK) 与 WNCK) 在 某 种 意义 下 可 以 看 作 是 
一 种 阻碍 : 
定理 1。 相应 于 任 一 玉 到 R~( 定 向 ) 中 一 般 性 线性 映 象 了 所 定 特殊 示 淄 上 闭 链 $) 所 
属 的 dw 上 类 ,4& 与 二 的 选择 无 关 , 且 与 天 的 各 类 恒 同 , 即 
VR = TECK), (5) 
证 ， 在 第 三 章 $2 中 曾 定 义 了 一 个 组 映 象 
jo: CK ,2) — CR#, t), 


使 
0， dimo 之 0 时 ， 
jo#[o,0, X oz] = | (6) 
o Xom，dmc 一 0 时 ， 
这 里 [cy o, X ojoe 开交， 命 $j 为 KK 到 定向 Rx 中 映 象 f 的 示 广 特殊 上 闭 链 , 臻 有 
Po, Xo) 一 《一 1 54， (fo,, jc2) ， (7) 


这 里 0,, 0; 征 天 的 任 一 对 非 对 角 型 胞 腔 ， 而 dim c, 十 dim o 一 N, 以 (1) 与 (6) 比 较 , 可 得 


.148 。 


由 此 知 yy 属于 下 面 的 av 上 类 
uav di 一 Ty (8) 
而 与 了 无 关 , 今 由 第 三 章 $2 有 
HamdCK) 一 TICK), (9) 
而 由 $5 定理 又 有 
BR = BCK), (10) 


从 C8),《9) 与 (10) 即 得 (5) 式 ,如 所 窝 证 . 


和 


与 上 同调 类 ， 犹 如 天 的 示 谋 上 闭 链 与 示 嵌 类 之 定义 为 K¥ 中 通常 上 闭 链 与 上 同调 类 者 亦 

(特殊 ) 示 淄 类 在 漫 人 问题 中 所 起 的 作用 由 下 述 可 以 显然 ， 

定义 3， 设 天 是 有 限 单 纯 复 形 , 则 |KK| 到 R* 中 的 一 个 映 象 了 将 称 为 一 六 到 R* 中 的 
线性 (或 半 线 性 ) 赣 入 ， 如 果 它 是 KK 到 R* 中 的 线性 (或 半 线 性 ) 映 象 义 是 |K| 到 R*Y 中 的 滥 
人 ， 

定理 2， 一 个 有 限 单纯 复 形 KK 可 半 线 性 浸入 于 R* 中 的 一 个 必要 条 件 是 &E 一 0 与 
VR= 0. 

证 ， 这 由 定义 ,定理 1 与 由 第 三 章 中 的 一 般 定 理 推 出 . 


$ 7. 欧 氏 空间 中 嵌入 间 同 靖 的 阻碍 


记号 ，R"* 二 定向 NN 维 欧 氏 空 间 ,坐标 系统 +,，……*, xw, 工 二 (一 00, 十 00) 坐标 为 ; 
而 依 : 的 增加 定向 。 RY 一 RY X 工 以 mm zw 为 坐标 ， 定 向 如 积 空间 。 R? 一 
RN X (人 站， 由 (zy xzvy 有 一 (xxw) 定 义 的 投影 R 一 民 ” 记 为 r。 对 任 章 
点 和 ERxt xi 人 与 下 ) 备 指 4 的 x 谷 标 与 1 坐标。 最 后 ,所 有 的 复 形 都 假定 是 有 限 单 
纯 的 , 且 为 充分 高 维 数 欧 氏 空 间 中 的 欧 氏 单纯 复 形 。 又 对 任意 复 形 玉 ， 信 将 径 写作 天 *+， 

定义 1， 对 任 一 空间 X， 一 个 X Xx [0, 1] 到 R*+! 中 的 上映 象 将 称 为 是 可 允许 的 ， 
如 果 对 任意 xEX 与 :E10,1], 有 

F(x, I) EE RN. 

定义 2。 对 空间 X 到 RN 中 的 任 两 映 象 fj, g, 定义 一 可 允许 上 映 象 F:X x [0,1] 

RN 为 
F(x, 2) = Gfx) + (1 — ig(r), 2 E RD, 
定义 3。 Cwx(|Kjx[0,11) 中 由 一 切 可 允许 映 象 所 构成 的 子 空间 将 记 作 Cx(1K1). 
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在 的 (|K&I) 中 , 由 一 切 K X [0, 1] 通过 某 单 纯 剖 分 到 Ref 中 的 可 允许 半 线 性 映 象 , 一 
般 性 半 线 性 映 象 与 半 线性 哈 入 等 所 构成 的 子 空间 将 各 记 为 NCK), GhCK) 与 习 CK)， 

命题 1， 集 CK) 在 CnCIK|) 中 处 处 稠密 ， 

证 ,与 $1 中 命题 1 的 证 明 相 似 ， 对 任意 8 之 0 与 FE Cy(|K|) 试 定 一 6 > 0, 使 
对 任意 两 点 3, ye |K| X [0,1], 只 须 p(%, 访 过 5, 即 有 pCFC%), FC 让 ) 过 8/2， 对 任 
一 M 一 KK X [0,I] 的 单纯 前 分 M ,只 须 每 一 单 形 的 直径 过 5, 由 G(82) 一 FGz (8 是 
M 的 任意 顶点 ) 所 确定 的 M' 到 Rx+ 中 的 线性 映 象 6, 即 为 一 可 允许 的 映 象 & ZXCK) 是 
有 BEF, G) < s， 

附注 。 从 证 明 可 见 ， 如 果 Fe Cw(《|K|) 在 K x (0) 与 XK Xx (1) 上 的 限制 早已 是 它 
们 到 RF 与 R? 中 的 半 线 性 映 象 , 则 Ce ZhCK) 将 使 6G 三 F/|K| X (7),i= 0,1. 

定义 4 设 f,8 是 KK 到 R" 中 的 两 个 线 柱 嵌入 ， 一 个 M 一 KK x [0,11 的 某 单 纯 齐 
分 M 到 RN+! 中 的 线性 奥 象 FE， 将 称 为 是 户 8 的 一 个 线性 联结 映 象 ， 如 果 F(x, 0) 一 
(jx),0), F(x,1) 二 (g(x), 1), F(x, 起 CRN, 这 里 x€ |K|, 56 10, 1]。 这 个 映 象 将 称 
为 是 精致 的 , 如 果 对 认 * 中 任 一 维 数 生 入 一 2 的 胞 腔 扑 X 7, FC(|#| X [0, 1]) 与 F(x] 
x [0,1]) 恒 不 相遇 . 

定义 5。 两 个 到 R" 中 的 线性 嵌入 1，g 将 称 为 是 线性 同 痕 的 ， 如 果 有 一 妃 8 的 线 
性 联结 映 象 使 对 任意 1 [0,1], 由 《PFCz)， 7) 一 F(x, ) 所 定义 的 映 象 Fi: |K| 一 RY 
都 是 一 个 KK x [0, 1] 到 RN 中 (一 般 是 半 线 性 的 ) 的 谋 人 ， 

显然 线性 同 痕 是 一 等 价 关系 . 

命题 2， 设 思 , 访 是 一 对 天 到 Rx 中 的 线 柱 嵌入 , 而 F 是 |K| x [0, 11 到 RYY 中 的 
一 个 可 允许 连续 贞 象 , 对 此 有 F(x, 站 一 (fi(x), 门 ,7 一 0, 1,x€ |K|, 则 任意 接近 于 
有 志 , f, 的 精致 的 线性 联结 映 象 . . 

证 .对 任意 8 > 0, 可 依 命题 1 取 一 M = 二 KK Xx [0,1] 的 单纯 训 分 M' 与 一 M 到 
R*+! 中 的 可 允许 线性 映 象 G6, 使 HF, G) < 二 e/2, G 二 F/IK| X ,i 一 0,1， 命 ， 

…, ,是 M' 中 的 全 体 顶 点 ， 在 RN 中 逐步 决定 点 种, …, 名 使 人 2) = (GC(2))， 

pl，G(61)) 二 /2 如 下 ， 假设 着 ……， i 已 经 选 定 , 如 果 和 he | 天 | X (0) 或 |K| X 
(1) 即 取 禾 二 GCC 一 BC 否则 命 1 一 GC 各 4,))， 而 在 RY 中 取 扩 +,， 使 既 
不 在 任意 由 各 ,名 (这 里 才 扣 ) 一 1 工 委 旋 委 和 一 0 和 N 一 人 所 
定 的 任 一 线性 子 空间 上 ,也 不 在 由 名,……,% 名 (这 里 1 i 和 和 j= 0,1,…', s,s 所 NN， 
而 j= 二 0, 1，.……，,* 时 请 区 为 ) 不 全 一 有 所 定 的 任 一 线性 子 空间 上 ， 于 是 由 Fi) 一 
名 ,1 万 i 全 7 所定 的 M' 到 Rs+ 中 的 线性 映 象 F'， 显然 是 拓 , f 的 一 个 精致 的 线性 联结 
映 象 , 是 有 BC(F, F') 过 &. 

定理 1， 设 f 是 KK 到 R* 中 的 一 个 线性 嵌入 , 则 在 CxC]K1) 的 拓扑 中 任 一 充分 接近 
于 了 的 天 到 Rx 中 的 线性 嵌 人 都 与 了 线性 同 痕 . 
证 .与 $1 命题 3 的 证 明 中 相同 ， 对 线性 嵌 人 f 可 定 一 数 8 > 0, 使 对 任意 ge 
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Ln(K) 只 须 所 fj 8) 二 了 6/, 即 有 g € Ix(K)， 我 们 将 证 任 一 这 样 的 g€ IN(K) 必 与 了 线 


注 同 瘦 ， 为 此 设 K 的 顶点 是 a1，……; 4, 定义 有 |K| 二 RY Gj 过? 时 , fj(4)) 一 g(aj), 而 
j 之 1 时 ,f(aj) = f(aj), 为 所 定 的 线性 映 象 , 则 显然 有 5(f, fi)) 一 到 5 ,因而 请 ETNCK)， 


今 定义 Fi:|K| Xx [10,1] 一 RY 如 下 ， 取 一 扩 X 10, 1] 的 单纯 剖 分 K; 使 其 顶点 全 体 适 
为 (a;) X (0)，(Ca;) Xx (1), 7 任意 以 及 (ax) X (5),t 沽 i, 则 FF, 是 KK; 到 R* 的 可 人 允许 


线性 映 象 ,由 以 下 诸 式 所 定 : z 
Fi 人 (Ca x 全 )) Fi(Ca) x (0)) = xFiCa) X(D) 一 Fa) 


f(a)， 7 了 二: 时， 
Le 1 < 有 时 ， 
以 及 
xF((as) X (0)) = f(ai) = fai), 
xF((Ca) X (1)) = f(a) = glai). 
易 见 Fi 是 fi-, 与 广 间 的 一 个 线性 同 痕 , 而 ,,，*…，F, 和 集体 构成 了 一 个 了 与 8 间 的 线性 
回 痕 ， 
定理 2， 对 KK 到 定向 RY 中 两 个 线性 嵌入 1,& 的 任意 精致 的 线性 联结 映 象 定义 一 
上 链 侣 -+E CN-!1( 镍 *) 为 
-Co x rT) = GFo, Fr), (1) 
其 中 % 指 定向 Rx 一 R” x 工 中 的 交 参 数 ，o xz 为 有 的 任意 N 一 1 维 胞 腔 , 而 Fs 
指 奇异 下 链 FSdg($ X [0, 1]), 54# 则 为 从 M 一 玉 X [0, 1] 到 M'(F 在 M' 上 是 线性 
的 ) 的 相应 链 映 象 , 于 是 次 -是 KR* 的 一 个 4y 上 闭 链 , 这 里 
dy 一 1 一 (一 1 一 tx, (2) 
而 且 , 雏 -! 的 dy 上 类 与 精致 线性 联结 映 象 的 选择 无 关 ， 并 在 RN 改变 定向 时 改变 它 的 
记号 . 
证 ， 对 入 * 中 任意 N 一 1 维 胞 腔 o x r, dimo 二 r+, dimT 二 s,r 十 二 N 一 1， 有 
HORT(g XT) = Hig(o XT)= (—1)"06R-'(r x o) 
= (—1)". $Fr, Ko) 
= 1 CIDtD. go,Fr) 
= (—1)™. Oi(o x 7), 
敢 4 操 -一 0。 又 对 民 * 的 任意 N 维 胞 腔 5 Xx 71, dim 一 ,dimn 一 9,p 十 9 一 入, 有 
08~1(& X 1) = OOE xX) + (—1)?. OF x O07) 
一 BFEOE, En) + (—1)?. HEE, Fon). 
六 天 X《0 力 门 RCI x [0, 11) = ,等 等 , 赦 有 
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60N'(£ X 7) = HOFOCE x [0, 1]), Fn x [0,1])) 
十 《一 1 BC(F(E Xx {0,1]), Fa x [0, 1]))- 
一 HB(OFs, Fn) + (—1)?. GS(FE, OFn) 
= Cr. BEE, OFy) + (—1)?. BFE, OFn) 
= 0 
因 之 执政 是 一 dy 上 闭 链 ， 
今 试车 f, 2 的 任 两 精致 线性 联结 上 映 象 Fo 与 F,, 其 相应 4y 上 闭 链 各 为 名 于 与 的- 
无 损 于 一 般 性 不 妨 设 Fo,F, 是 M 二 KK x [0,1] 的 同一 单纯 剂 分 M' 到 Rx+ 中 的 可 允许 
线性 肌 象 , 旦 Fo 与 ,都 是 M' 到 RN+t 中 的 线性 上 映 象 , 其 相应 示 嵌 上 闭 链 信人 二 与 $1€ 
BN! E He CM"™, 站 是 有 确定 定义 的 , 这 里 dy 一 1 一 《一 1)NWV ,二 二 ty 在 角 * 中 
定义 ， 命 o# 为 从 M 到 MM 的 前 分 链 映 象 , 则 由 定义 对 论 * 的 任意 N 一 1 维 胞 腔 oXrt 将 有 
ON-i(o x T) 一 oF, Fr) 


= (1)%™ oF gwalo X [0,1]) xX walt X [0, 1])), (3) 
与 
Bo XD = Dn. (wre X [0,1]) x waCr x [0,1])). (4) 
由 $3 定理 1, 8 与 多, 在 放 * 中 dy4; 同 调 , 故 有 一 drwy 上 链 VE CN( 季 *), 使 
5 = +(@ — $1) (5) 
且 
ds = 0， (6) 


为 显明 地 定义 这 样 一 个 上 链 $', 试 取 一 欧 氏 空间 RMP 二 RNt! X L', 这 里 L' 是 一 
直线 一 o 去 二 二 十 co, 并 定义 Fo, Fi:|M'| 一 RNP? 为 F(x) = (F(x), i), i = 0, 
1, x &€ |M'|, 其 次 定义 一 上 映 象 H':|M'| x [0, 1] 一 RNY? 使 对 任意 x'€ |M'|,(x’) x 
i0, 1] 将 线性 地 上 映 象 为 联结 Fo(x) 到 FiCx') 的 线段 ， 取 一 M' X [0，1] 通过 某 单 纯 剖 
分 M" 到 RN 中 的 一 般 性 半 线 性 鼎 象 互 使 与 充分 接近 ,于 是 定义 站 为 

po xT)= (Bo', Hr), 
其 中 ox rE MM*, dimo’ 十 dim 7' 一 N, 对 任意 M' 中 下 链 <, 疗 ec = HsSads(ec Xx [0, 11)， 
Sa 为 从 M Xx [0, 1I] 到 M ”的 齐 分 链 喘 象 ， 而 多 指 RYT 适当 定向 后 的 交 截 数 , 于 是 与 
$ 3 定理 1 的 证 明 相 仿 , $' 将 满足 (5) 与 (6)， 从 HH 的 作法 并 可 知 对 任意 N 一 1 维 胞 腔 
0 XTERKR*, 应 有 


dCwalo X ( 门 ) x walr X [0, 1])) 一 0， (7) 
pCwalo X [0, 1]) x os(r x (0))= 0, i= 0,1, (8) 
只 须 豆 充分 接近 于 万 即 可 ， 
今 定义 一 K* 中 的 N 一 2 维 上 链 使 对 全 * 中 任意 N 一 2 维 胞 腔 XxX 7。 这 里 
dm ss 一 加 dm7y 一 dg 力 十 dg 一 六 一 2, 有 
PE XH = don X [0, 1]) x wry X [0, 11)), 
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于 是 
jE X 7) 一 《一 1)29 pn X £) 

一 《一 1D)M (一 1D)9 :yp'(waln X [0,11) X wnCé X [0, 11)) 

一 《一 1 【一 1 ，( 一 12 p(woals X [0,1]) Xx wnty xX [0, 11)) 

一 《一 102 (一 1)9 《一 1 人 3919 (—1)?. DCE x) 

一 《一 DY p(s x7) 
因 之 是 一 ds 上 链 。 其 次 对 六 * 中 任意 NN 一 1 维 胞 腔 o x r, 这 里 dimo 一 +r, dim 一 
,r+ 十 s 二 NN 一 1, 有 : 

B80 x T= Bo x t+ —1) vc x Br) 
一 《一 1 一 Yoa(ec x [0,11) x walr x 10, 11)) 
tplwoao X [0, 1]) Xx waCOr x [0, 11])), 


由 (7),(8)， 
=—(—1)": p(Oono X10,1]) x walrt x [0, 11)) 
+ Vwnlo X [0,1]) x OwonCr x [0, 11)) 
=— (—1)™ .Ooo X [0,1]) x waCr x 10, 1])) 
一 《一 1 一 69'Cwoalo X [0,1]) X walr x 10, 11)) 
由 (5) 式 ， 
= 士 《 一 1 一 《Go ~ BCwalo X 40, 11) x onCr x [0, 11)) 
由 (3),(4)， 


士 [6 x rzr) — Or-iCo x 7)]. 
因 之 多 天 与 的 -是 dy 上 同调 的 .定理 的 最 后 一 个 论断 则 是 显然 的 . 

定义 6。 定理 2 中 的 dy 上 闭 链 挝 + 将 称 为 精致 线性 联结 映 象 F 的 同 辣 上 闭 链 . 
部 一 的 dy 上 同调 类 将 称 为 K 到 定向 R* 中 线性 嵌入 f 8 的 同 疗 类 ,并 将 记 作 GyF1CK) 
HN 3 CKR*, 2). 

定理 3， 如 来 KK 到 定向 RY 中 的 线性 嵌入 f, 8 是 线性 同 痕 的 , 则 有 


OFs'(K) = 0. (9) 
证 ， 对 f, 8 的 任意 线性 同 痕 :|K| Xx 1 一 RY?! 显然 有 弘一 0.。 因 之 有 
Gr(K) 一 0. 
定理 4. 对 kK 到 定向 R* 中 的 任意 线性 嵌入 1, 8 与 有 以 下 诸 关 系 : 
GFr(K) = 0. (10) 
OPK) 一 —6¥7'(K). (11) 
GPFCK) 十 OnCK) 一 OP7K). C12) 


证 . 因 f 与 自身 线性 同 浪 , 故 《10) 得 自 定 理 3， 为 证 (11) 与 (12) 可 设 F:|K| x 
10, 11 一 R?P 与 G:|K| Xx [0,1] 一 RYT 各 为 卢 2 与 8 的 两 个 精致 线性 联结 映 象 . 
定义 FF:|K| X1L0 II] 一 Rs 与 万 :|K| x [0 1 一 RN 各 为 
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F(x, it) = xFlr, ~ A, 2 


CxF(x, 24), t), 0 过 1 之 
H(zx, 1) 一 1 
(xGlx, 2 一 1 划一 委 ! 委 1， 
其 中 为 Rat 到 Ry 上 的 自然 投影 。 显然 形 与 囊 各 为 g, 1 与 1,% 的 精致 线 生 联结 映 
旬 , 而 对 勾 * 的 任意 N 一 工 维 胞 腕 v Xt 有 


WE’'g, Fr) = — dFo, Fr) 
5S 


Bo, Br) = HFo, Fr) + BGo, Gr), 
到] 


Da 
ON = ON! + Og 
故 得 C11) 了 (12)， 
定理 5 对 天 到 定向 RY 中 的 任 两 线性 嵌入 访 & 有 
OFCK) 一 OFCK) — OTK). (13) 
其 中 Gy, 6 依 第 三 章 $4 定义 5, 而 该 :HBD(CRY， 1) > HC(K*) 为 自然 同 态 ,把 每 一 5 
上 类 对 应 为 包含 它 的 通常 的 上 类 ， 
证 . 设 5 与 SY 各 为 RY 与 RYT 二 RY X 工 中 的 单位 球 ， 以 原点 为 中 心 ， 而 定义 
i 与 如 $52， 命 F: |K| x [0,1] 一 RN! 为 f 与 8 的 任 一 精致 线性 联结 映 象 , 则 对 任 
意 o XT, Xnw ER*, 这 里 dimo 十 dm7T 过 入 一 3 而 dm 十 dim 过 N 一 2 时 ,点 集 
iCFClo| X [0,1]), FOIr| X[L0;1]77 站 8 一 与 所 下 (| 二 | x C0)), FCO) x DN),i= 0,1 
的 维 数 都 和 入 一 2， 故 可 在 S77! 中 取 一 点 < 不 在 任 一 这 样 的 点 集 之 内 ， 定 向 SN! 与 Sx 
使 与 RY 以 及 RNt! 的 已 给 定向 协 合 。 记 HNCCRKRN)$) 心 HNT(CSNT) 中 与 SM! 这 一 定向 
相对 应 的 母 元 素 为 2《 见 第 三 童 $4), 则 对 由 jCx, y) 二 (fw), f(y)), 多 (x, y) 一 (g(x)， 
8g(y)),《Cx,y) & | 尼 *| 所 定义 的 六 ,多 : |KR*| 一 有 六 一 个 (K) 与 忠 = 687'(K)， 
且 二 者 各 含有 上 闭 链 6, 6s€ ZN(KR*), 对 此 有 
Oo xX zr) = Deg'™ -di(fo, f7), 
Glo X 7) = Deg!* Dj(go, gr)， 


(go x TER*, dimo + dimt= NO— 1), 
另 一 面 对 应 于 的 同 痕 上 闭 链 如 -! 有 
WCe x tT) = HFo, Fr). 
今 依 下 式 定义 一 上 链 %€ CN 了 (R*); 
PE XN 一 《一 Daim §, DegVi( EE, Fn), 
其 中 二 X9ER*， dim & 十 dim 7 二 N 一 2。 我 们 将 证 
O11 = 6% + 0 ~ 6,, (14) 
由 此 邵 可 得 (13). 
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为 证 (14) 试 取 一 线段 1 一 1--s, 1 二 sj 这 里 se 盖 0 任意 ,并 置 生 全 一 F'Sd#(§ X 
1 一 s， 1 十 8]), 二 为 KK 的 任意 胞 腔 ， 于 是 对 任意 NN 一 1 维 胞 腔 o Xx ze K*, 有 
《一 Da et, Oi(og Xt) = ~) or, GFo, ET) 
= Deglf tds Fo, F'e), 
$2 7D, 
一 Deg Vi(OFo, Fr) 十 (一 TDdim ot , Deg WFo, OF'r) 
一 Deg Vi(F0O0o, FT) 十 (一 1)dm of Deg WFo, F'Or) 
十 (一 Dism °. DegMi(Flo x (1)—o x (0)), F'z) 
+ (— 1)*. DegM(Fo, Fr x (1+8)—7r Xx (— 8))). 
未 一 式 中 的 最 后 一 项 显然 为 0, 而 首 两 项 在 易 1 一 e, 1 二 2] 为 10, 1] 时 其 值 并 不 改变 ， 
由 $2 的 D; 又 有 
Deg Wi(Flo x (2)), FE'r) 一 Degs diCF(o x (2), Flr x (2))) 
| 8T)， 工 一 1， 


Degt dj(fo, f7), f 一 0. 


故 得 
《一 1)dim rt. 的 -Ko x T = Deg Vi(FOo, Fr) 
十 《一 1)dim "+ Deg Mj(Fo, FOr) 
十 《一 1 °. Degiv Uj(go, gt) 
一 《一 Do" Deg:s dy(fo, 17) 
或 


ON-iCg x 7) = flo x7)+ (—1)in 0. Glo x Or) 
+ O(c x rt)— lo x 7) 
= 9{0 XT) + Oo XT)— blo x rr), 

因 o xz 是 任意 的 , 故 得 (14) 式 ,而 定理 也 因 之 得 证 ， 

附注 。 第 三 章 $4 定理 证 明了 O77'(K) 一 GS (KK) 或 即 让 ,3(K) 一 0 是 jg 回 
痕 , 自然 也 是 线性 同 痕 的 必要 条 件 ， 因 之 定理 5 中 的 条 件 HZ2(K) = 0 比 以 前 所 给 的 条 
件 要 强 一 些 (至 少 在 线性 同 痕 的 情形 ), 

定理 6 《Van Kampen). 对 一 ” 维 的 有 限 单 纯 复 形 天 ， 任 两 玉 到 RN 中 的 线性 嵌入 
只 须 N 之 2n 十 2 即 都 是 线性 同 痕 的 . 

证 . 由 定理 1, 无 损 于 一 般 性 ， 不 仿 假设 当 a; 跑 过 KK 的 所 有 顶点 时 , f(a)) 与 g(a) 
的 全 体 都 处 于 一 般 位 置 , 且 任 两 由 并 a;), g(ai) 中 不 同 顶 点 所 定 的 线性 子 空间 ,只 须 维 数 
之 和 三 2a 十 2， 即 不 相 平 行 ， 取 MM 二 kK x10,1|] 的 任 一 单纯 剖 分 M'， 其 唯一 顶点 为 
诸 Cai) X《0) 与 (ai) X (1), 则 由 Fai Xx (0)) 二 (f(a2), 0), F(a; X (1)) = (g(a)), 1) 
所 定义 M' 到 RN+ 中 的 线性 映 钳 即 为 一 了 与 8 的 精致 线性 联结 里 钳 。 容易 看 出 下 也 是 
M 到 Rt! 中 的 一 个 线性 媒人 和信， 由 此 知 1, g 线性 同 痕 而 定理 得 证 . 
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第 六 章 
欧 氏 空间 中 嵌入 、 淄 入 与 同 痕 的 充分 性 定理 
5 1. 一 些 简单 的 充分 定理 


下 面 的 定理 是 熟知 的 , 证 明 可 参阅 例如 Hurewicz-Wallman Dimension Theory，1941 
第 五 章 $ 6. 

定理 1， 一 个 有 可 数 基 的 ” 维 正规 空间 必 可 在 一 2 十 1 维 的 欧 氏 空间 中 实现 . 

同样 ,对 复 形 有 

定理 1。 有 可 数 个 顶点 的 4 维 局 部 有 限 单纯 复 形 必 可 在 一 2 + 1 维 欧 氏 空间 中 线 
性 实现 . 

对 于 局 部 实现 只 有 部 分 的 类 做 结果 , 即 

定理 2， 一 个 4 维 可 剖 形 必 可 在 一 2 维 欧 氏 空间 中 局 部 实现 ， 

证 ， 设 玉 是 P 的 一 个 单纯 记分 ， 因 而 了 是 玉 的 空间 ， 由 定理 1 有 一 天 到 一 2 十 1 
维 欧 氏 空间 Rz 的 一 个 线性 代入 。， 命 (or, 7) 为 玉 的 任 一 对 有 孔 点 公共 的 单 形 , 而 PCo， 
r) 为 由 flo) 与 fr) 所 张 成 的 线性 子 空间 ， 同 样 对 rc 《天 命 PCc) 为 由 fCo) 所 定 的 线性 
子 空间 ， 因为 这 些 线性 子 空间 PKc) 与 PLo, 7) 的 维 数 都 过 2 且 只 有 可 数 多 个 , 故 可 在 
R*+! 中 找到 一 直线 ! 不 与 任 一 这 样 的 线性 子 空间 平行 。 命 Re 是 Re# 中 与 1 重 直 的 一 
个 22 维 线性 子 空间 ， 而 ~ 是 Rw+! 到 R" 上 的 垂直 投影 ， 则 zf 显然 是 K 到 R* 中 的 一 个 
局 部 实现 而 定理 得 证 . 

从 证 明 并 可 知已 蕴含 了 下 述 

定理 2. 一 个 只 有 可 数 个 顶点 的 # 维 局 部 有 限 单纯 复 形 必 可 在 一 R” 中 局 部 线性 实 
现 . 

出征。 设 复 形 K 的 顶点 为 m1, ea， …。 在 R” 中 取 一 组 点 ai, 4;,，… 使 处 于 一 般 位 
置 而 定义 一 玉 到 R2 中 的 线性 映 象 f 使 fa) = a;, 则 f 即 为 一 KK 到 Rw 中 的 局 部 线性 实 
现 . 车 设 不 然 , 则 将 KK 中 一 对 单 形 o,r,ofr 一 上 4 而 有 点 x€ lel 一 151,y€ |7| 一 
151 使 f(x) = fCy)， 取 任 一 点 0€ | 让 而 命 K0) 一 0"， 从 0' 到 f(x) 二 j(y) 的 半 射 线 
将 如 fo 与 下 rz 于 点 x 而 设 x 不 晚 于 y'， 这 里 of, rt' 是 0o, 7 的 真 面 , 则 fio| 与 
flr| 将 遇 于 点 x', 但 因 dimo 十 dim7 万 24 一 1, 故 fje'| 与 1z| 须 在 R* 中 处 于 一 般 
位 置 ,而 前 述 是 不 可 能 的 . 

附注 ， 如 果 在 定理 2 中 易 可 齐 形 为 有 可 数 基 的 正规 空间 ， 则 即使 假定 是 紧 致 的 定理 


ea 156. 


也 不 真确 。 例 如 , 设 X, 为 2” 十 工 维 欧 氏 空 间 中 的 一 个 二 维 紧 致 子 集 , 而 X: 不 能 在 22 维 
欧 开 空间 中 实现 ， 这样 的 空间 在 第 三 章 $ 4 中 已 经 证 明 是 存在 的 ， 今 设 后 的 直径 = 1 
且 位 于 超 平面 x 一 1 与 x 二 2 之 间 , 这 里 (x1, …，zoo40) 是 RT 的 一 组 坐标 系统 ， 命 
Xi 为 从 闫 由 以 R”Y 的 原点 0 为 中 心 依 1:2: 比例 的 中 心 投射 所 得 的 子 集 。 记 X 为 所 有 
这 些 子 集 X;, i 之 1 以 及 O 点 的 并 集 ， 则 六 是 R2+ 中 的 一 个 维 紧 致 子 集 而 在 Re" 中 不 
能 局 部 实现 。 至 于 定理 对 局 部 可 缩 和 的 Hausdorff 空间 是 否 可 证 其 成 立 ， 则 作者 未 能 断 

前 已 证 明 B32(X) 一 0 是 二 空间 X 能 实现 于 一 入 维 空间 R* 中 的 一 个 必要 条 件 ,对 于 
茶 种 类 型 空间 , 则 这 一 条 件 在 一 些 极 端 情形 例如 NN 二 1, 2 时 同时 也 是 充分 的 , 见 下 . 

定理 3， 一 个 Peano 连续 统 ( 即 局 部 连通 的 绵 续 统 ) XX 可 在 直线 上 实现 的 充 要 条 件 
是 W(X) 二 0, 

证 .假设 XX 是 一 Peano 绢 续 统 而 BCX) 一 0， 如 和 X 有 次 二 2 的 点 , 则 由 K. Menger 
的 一 个 定理 ，X 将 含有 一 子 集 了 , 由 三 个 简单 弧 04, 05, Oc 粘 于 一 点 0 所 成 (参阅 例如 
Kuratowski，Topologie 下 ，1950:203 页 ) 但 容易 验证 BiCY) 关 0, 因而 更 有 各 (XX) 关 0, 与 
假设 相 违 。 因 之 X 只 能 有 次 为 1 或 2 的 点 而 只 能 为 一 简单 弧 或 简单 闲 曲 线 (Kuratowski， 
同 前 , 217 一 220 页 )， 林 一 情形 必须 除去 ,因为 一 个 简单 闭 曲线 的 锡 容 易 知道 去 0， 因 之 
X 必 为 一 简单 弧 而 能 在 一 直线 中 实现 .必要 性 是 显然 的 . 

下 面 的 定理 可 认为 是 Kuratowski 关于 某 种 Peano 绵 续 统 是 平面 图 形 条 件 的 有 名 定 
理 ([29]) 的 一 个 “定量 "的 重 述 ， 

定理 4， 一 个 只 含有 限 多 个 简单 闭 曲 线 的 Peano 绵 续 统 和 在 平面 中 可 实现 的 充 要 条 
件 是 2(X) 一 0. 

证 ， 由 上 面 提 到 的 Kuratowski 定理 ，X 可 在 平面 中 实现 的 充 要 条 件 是 X 不 能 含有 
子 空间 与 下 面 图 象 Yi 或 了 ,之 一 同 拓 : 


~ 


(Y1) (Y2) 


但 中 与 了 即 为 第 三 章 $3 例 34 中 所 早已 芳 虑 过 的 复 形 开 o 与 4xo。， 由 该 节 已 知 
BY) 天 0 与 名 (Y,) 天 0， 因 之 在 G2(X) 二 0 时 X 不 能 有 任意 象 Y1 与 Y; 那 样 的 子 
集 而 底 Kuratowski 定理 能 在 平面 中 实现 。 这 证 明了 定理 的 充分 部分， 必要 部 分 是 显然 
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的 . 

附注 ， 一 般 地 说 条 件 BX(X) 一 0 对 于 和 之 实现 于 RN 中 远 远 不 是 充分 的 ， 即使 局 
限于 有 限 可 剖 形 也 是 如 此 . 

在 第 三 章 $ 4 中 已 章 证 明 为 使 一 空间 X 到 RY 中 的 两 个 实现 ff 与 同位 ,必须 有 
G6!CX) = 土 @y-'(X)。 对 某 种 类 型 的 空间 来 说 ， 上 述 条 件 在 某 些 极端 情形 同时 又 是 充 
分 的 .下 面 两 个 定理 即 是 这 样 的 例子 ， 它 们 也 可 看 作 是 MacLane-Adkisson 某 些 已 知 定理 
的 “定量 "的 重 述 (136] 定 理 2). 

定理 5.。 设 Peano 绵 续 统 M 可 在 平面 中 实现 , 则 任 两 M 在 R? 中 的 实现 f,f 同位 的 
充 要 条 件 是 i(M) = 土 j(M) (对 R 的 同一 固定 定向 而 言 ). 

证 ， 为 简单 起 见 将 依 136] 称 将 三 个 简单 弧 mm 六 在 一 器 粘 合 所 成 的 本 
三 缴 形 并 记 之 为 [i, mm]. 设 4 一 [oa 由 ] 与 B 一 [Pi, PB, Bsl 为 M 中 的 任 两 二 
形 ,如 果 是 有 的 话 。 命 w (或 81) 的 端点 为 zo 与 (或 与 y;)， 设 0 为 H.CM3) 和 
下 面 形状 代表 下 闭 链 的 下 类 : 

# = (C(x) X xro) + Cry KX Cxox3) + xi) X (xaxo) 

+ (x3) XK Cxoxi) + Cx3) X rxo) + (x3) X Crory) 

+ (xaxo) X (xi) + Cxors) X x) + (xsro) X (x;) 

+ (xori) X (xi) + xxo) X x3) 十 (os X C(x), 
同样 命 8 为 H.C 罗 ) 中 含有 代表 下 闭 链 v 的 下 类 ,这 里 wv 与 4 类 似 只 是 x+ 易 为 Y 而已， 试 
演 趾 6KM ) 在 e, 8 上 的 值 a, 6 以 及 6)CM) 在 ,8 上 的 值 a,b', 这 里 a,5, ao, 2 都 一 
土 1。 由 第 三 章 $4 例 3 可见 若 f 六 ! 保 持 fe) 与 (8) 的 相对 旋 铅 ( 见 [361])， 则 或 则 有 
a 二 4, 二 5, 或 则 有 4 二 一 a,b' 二 一 上， 在 相反 情形 将 有 a = +a,5 一 一 6 或 
a 二 一 4,b' 二 十 b， 由 此 知名 (M) 一 土生 CCMD) 时 ,六 将 保持 大 MD) 中 任 一 对 三 绝 形 
的 相对 旋 向 . 

由 [36] 的 定理 10 与 11, 可 见 如 果 龙 是 人 MM) 一 个 余 域 的 边界 , 则 了 i(R) 也 是 六 31 》 
的 一 个 余 域 的 边界 ,反之 亦 然 ， 假 设 * 是 从 M) 的 无 限 处 余 域 的 边界 ,而 f 六 《CX) 是 CM) 
的 一 个 有 限 处 余 域 的 边界 , 则 除了 MM 本身 是 一 简单 闭 曲 线 这 一 不 足 道 的 情形 外 , 儿 中 将 生 
一 简单 闭 曲线 C 以 及 不 在 C 上 的 一 点 P,， 使 KC) Ck, fp) 在 HC 的 外 部 ,而 六 (8) 在 
10) 的 内 部 。 出 第 三 章 $4 例 2, 对 匀 二 C 十 (2) 而 言 , 应 有 BJCX) 并 土 的 (X)， 因 之 
更 有 6M) 关 土 缆 (M)《 对 RR 的 同一 国定 定向 而 言 )， 但 这 与 假设 相 违 , 改 知 六 将 保 
持 KM ) 的 有 限 处 余 域 的 边界 ， 由 [36] 的 定理 2, 这 时 我 们 可 将 从 KM) 到 了 CM) 的 拓扑 
怠 象 f° 推广 到 整个 平面 上 ， 记 此 推广 了 的 拓扑 映 象 为 4, 则 邮 二 了 而 1, 下 同位 ， 即 
所 欲 证 

再 者 , 由 第 三 章 $4 例 1，2, 并 可 知 对 平面 的 同一 固定 定向 而 言 , BG}CM) 一 十,(A1) 
也 是 f, 耻 同 向 同位 的 充 要 条 件 而 6KM) 一 一 6j,(M) 是 1, 耻 及 向 同位 的 充 要 条 件 . 

定理 6。 假设 Peano 绵 续 统 M 可 在 球 5 中 实现 ,而 f, 了 是 任 两 这 样 的 实现 .对 任 一 
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点 如 几 M)， 我们 可 把 f 看 作 MM 到 并 二 55 一 (2) 中 的 一 个 实现 , 取 一 他 的 固定 定向 并 
协 合 地 定向 R。 对 此 定向 RS 定义 全 ,CM )， 同 样 对 pfCM) 定义 上 类 {64,(M)} 《3 
定向 如 前 )， 于 是 f 与 了 同位 的 充 要 条 位 是 集合 {6j,(M)} 与 { 土 @j,, 必 M)} 间 有 一 一 对 
应 ,或 更 简单 地 说 ,或 则 有 共计 ) = fCM)== 57, 或 则 有 一 点 pM) 与 一 点 p 《fCM) 使 
oO (M) = +64,M). 

证 ， 只 须 考 目 充分 部 分 即 可 .。 如 果 藉 MD) 或 所 MD) 一 洒 ， 则 了 与 了 都 是 M 到 ?上 上 
的 拓扑 映 家 ,而 置 记 = 六! 时 将 有 f= 二 厅 或 1, 了 同位， 如 果 有 pg 人 M) 与 p kf(M) 使 
Oj.(M) 一 土 ),,(M), 则 由 定理 5, 将 有 一 一 (yp) 到 5 一 (pg 上 的 拓扑 映 象 使 了 二 
hf/M .推广 4 到 5 上 使 hp) = p', 则 如 变 为 一 瑟 到 5 上 的 拓 盾 变换 ， 而 ,了 仍 同位 , 


$2. 有 关 C” 上 映 象 的 一 些 基础 知识 


定义 1。 设 # 维 欧 氏 空间 R" 与 N 维 欧 氏 空间 RV 的 坐标 系统 各 为 (x1, '**, +x,) 与 
(5 ,yn), f 是 R" 中 一 开 集 D 到 RY 中 的 一 个 连续 映 象 ,由 f(x) 二 (1(x),… ,六 (x))， 
zx 了 给 出 如 末 f 在 一 点 x’ 外 DD 的 任意 级 偏 导 数 都 存在 且 连 续 ， 则 称 了 在 za 处 属于 类 


co。 在 weED 的 N 行 与 # 列 的 Jacobi 矩阵 | -他 上 | 将 记 作 Jacwf， 而 Jacwf 的 秩 称 作 了 在 
Ox; 


加 的 秩 并 记 作 Rankwof。， 肌 象 1 在 z 属于 类 co 时 ， 将 称 为 在 处 正则 或 非 正则 ， 视 
Renkwof 一 “或 一” 而 定 ， 又 称 在 内 处 正常 或 非 正 常 ， 视 Rankwf 二 或 二 N 而 定 ,又 
称 在 邓 处 奇 或 非 奇 ， 视 Rankssf < 或 = min (>, N) 而 定 ， 注 意 这 些 概 念 都 不 依赖 于 R* 
与 R* 中 坐标 系统 的 选择 . 

定义 2。 一 个 R* 中 的 开 集 力 到 R* 中 的 连续 映 象 称 为 是 一 C” 映 象 (或 正则 映 象 , 正 
常 映 象 , 非 奇 映 象 等 ), 如 果 它 在 的 每 一 点 都 属于 类 co (或 正则 ,正常 , 非 奇 等 )， 它 你 为 
一 个 微 拓 映 象 如 果 它 是 一 C" 映 象 ， 在 的 每 一 点 正则 且 是 刀 到 万 D) 上 的 一 个 拓扑 联 
象 ， R" 中 一 个 闭 集 DD 到 R* 中 的 连续 映 象 则 将 称 为 C” 映 象 或 一 微 折 映 象 ， 如 果 推 广 
为 R" 中 包含 万 的 某 一 开 集 到 R* 的 一 个 C* 映 象 或 微 拓 映 象 . 

定义 3， 设 R (以 及 R*) 是 一 4 维 欧 氏 空间 (与 一 N 维 欧 氏 空间 ), 以 Cx, ………， x,) 
(与 (y4,……… ,yw)) 为 一 些 标 系统 ,而 以 所。 … ,5 (与 轴 ，… sw) 为 相应 的 向 量 基 ， 则 
R" 中 一 个 开 集 刀 到 R* 中 任 一 在 re DD 属于 类 co 的 映 象 将 引出 一 R* 到 R* 作为 向 量 空间 
的 同 态 志 ， 如 下 式 所 示 : 


上 一 > SD,, GD) 


其 中 z 一 zi 而 和 2) 一 f(x), (2)) 一 F(x) .和 5 注意 同 态 天 又 与 R* 


与 RY 中 坐标 系统 (x) 与 (y) 的 选择 无 关 ， RN 中 通过 f(x) 而 由 户 (5 一 1， ,2 所 
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张 成 的 线性 子 空间 , 称 作 象 集 fCD) 在 f(x) 处 的 切 空 间 ， 如 果 了 在 * 处 正则 , 则 这 一 切 空 
间 的 维 数 是 +, 这 时 R* 中 通过 f(x) 而 与 在 fCx) 处 切 空间 完全 垂直 的 线性 子 空间 称 作 象 
集 1CD) 在 f(x) 处 的 法 空间 。 以 f(x) 为 起 点 而 在 该 处 切 空间 或 法 空间 中 的 向 量 各 称 为 
1(D) 在 * 处 的 切 向 量 或 法 向 量 . 

命题 1， 设 了 是 R* 中 一 开 集 到 Rw 中 的 C* 陕 象 而 在 一 点 weED 处 正则 ， 设 7 是 
R* 中 不 与 所 D) 在 人 x") 处 相 切 的 一 个 方向 ， 命 RW! 为 RY 中 不 与 1 平行 的 一 个 N 一 1 
维 线性 子 空间 ,而 = 是 R* 沿 方向 1 到 R*! 上 的 投影 则 节 是 DD 到 Rar: 的 一 个 C” 映 象 且 
在 x* 处 正则 , 

证 。 在 R* 中 试 取 坐 标 系统 六,，…， yw, 使 其 相当 向 量 基 胃 ,…, mw 的 mw 在 1 方 
向 ,而 各， nw 在 RT 中 ， 命 为 ,…， x 为 R" 的 一 组 坐标 而 其 相当 向 量 基 为 
-…， Es， 如 果 于 由 f(x) 一 (Po 六 (x)), x ED 给 出 ， 则 戏 将 由 f(x) = (f(x)， 

,f(x)) 给 出 ,这 里 RW! 的 坐标 系统 是 1,，… ,yw-t， 由 此 知 f 是 C* 映 象 时 tf 亦 


然 ，f 在 ”处 的 正则 性 副 含 了 个 向 量 jx 一 > 9 个 29 .线性 无 关 ,和 如果 zj 在 


?处 是 非 正 则 的 , 则 4 个 向 景 
(xf) ol Ei) 一 3 Sd 人 ”211 jE7) ~ He “NN 


7 一 1 


将 线性 相关 ， 因而 有 不 全 为 0 的 oi 使 > ACIP EE “ (&;) 一 0, 因 Pj) 0 , 改 应 


i=1 


有 Do OC 2 一 a 天 0， 于 是 入 一 二 了 ojw(#) 而 wx 将 位 于 fCD) 在 人 Kx") 处 


他 j=1 


的 切 空间 中 , 与 假设 相 违 . 

命题 2， 设 R*, RY” 各 以 加 ,xo 与 疙 ,yy 为 坐标 系统 ,f 是 R" 中 一 闭 区 域 
DD 到 RY 中 的 一 个 微 拓 上 映 象 ， 则 必 有 一 数 ” 0 使 对 任意 D 到 R* 中 的 C* 映 象 g， 只 须 
8g 与 了 在 忆 的 边界 的 茶 一 邻 域 Ne (依赖 于 g) 上 重合 , 且 


[g(x) 一 BC < rEIntD, R=1, N 
到 RY 中 的 一 个 微 拓 映 象 ， 其 中 6 代表 或 则 恒 同 算 子 ， 或 则 其 级 过 2 的 偏 微 算 子 
-2 ,而 fw) 一 C(x) ,JN(z)) 与 g(x) 二 (gr(x)，…，g*(x)) 依 R* 中 的 


Ox; Ox Bor 
坐标 系统 7] ”YN 表示 ， 

证 . 设 U 是 R* 中 包含 D 的 一 个 开 集 , 使 可 推广 为 UU 到 RN 中 的 一 个 微 拓 上 且 象 , 仍 
记 之 为 f。， 对 任 一 点 a€ 0, 有 一 4 在 U 中 的 闭 同 邻 域 0 使 对 任意 点 xE DU,, 有 


Fe) .=— Ha) + 2 x;— 4), 
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这 里 
ai(x) 一 fx + (1 — addy. 
对 于 点 x, x 6 0,, 于 是 在 Us 中 有 依赖 于 x,x 的 点 x*, 使 


a al) = DN ea (一 | 


有 二 1 


1 


fx) — x) = > [or,r)]: Cri— #), 


i=] 


wx) = oe) + DY | Moa) Cn — on). 
k=1 


对 任意 D 到 R* 中 与 在 某 思 边 界 的 邻 域 Ns 上 重合 的 C* 映 象 g, 试 推广 8 至 0 到 R* 中 
的 C" 映 象 , 合 在 U 一 六 上 与 了 重合 ,而 仍 记 此 推广 后 的 映 象 为 g, 于 是 对 任意 x, x & 这 
将 有 


8 — glx) 一 pet) (x ), 


其 中 有 (x, x') 与 c (Xx, x ') 有 类 似 的 表示 式 , 只 是 fs, 六 sx 易 为 Bxris 8xixzj9 而 2 易 为 U, 中 
某 一 点 ze* 而 已 ， 因 和 矩阵 [6 | 为 m 因而 在 (ex) 一 (人 处， 秩 lai， 


三 
一 1 


+")] 一 2, 这 里 @l 为 a; 的 第 i 个 分 量 ， 履 有 一 4 在 U 中 的 闭 名 VsCUi, 以 及 一 数 15, 二 
0, 使 只 须 r, x' EV, 且 在 V。 上 |6g*(x) 一 8K(x)| 过 ,这 里 9 是 恒 同 算 子 或 级 三 3 的 
偏 导 算 子 , 即 有 

Rank[l iC(x, *’)] = ”>， 
其 中 色 指 8,; 的 第 7 个 分 量 ， 于 是 在 Vs 中 x 关 x 时 将 有 g(x) 关 g(x),， 因而 8 是 VV 到 
RY 中 的 一 个 一 对 一 的 正则 映 象 ， 为 简单 起 见 , 我 们 将 记 满 足以 上 条 件 的 C” 映 象 8 的 集 
合 为 G6,， 

今 加 一 开 集 VD 而 VCU. 将 VV 用 有 限 个 集合 V。 = Pi 覆盖 之 , 使 任意 g € Gos» 
对 某 ;之 0 在 这; 上 一 对 一 正则 ， 对 这 的 覆盖 {V}, 这 里 V; 一 Vi 由 应 用 它 的 Lebesgue 
数 可 作 一 耻 的 有 限 开 覆 盖 {WW;} ， 使 对 任意 到 ,,,W,, 如 果 闭 包 相 遇 即 有 《Wi, 几 Wi,》 站 

C 某 了 ,内 对 任 一 对 闭 包 不 相遇 的 画 ,, WW; 试 定数 mi; > 0 使 对 任意 避 到 R* 中 的 上 映 
象 g, 只 须 |g*(x) 一 (x)| 二 wi，xED, 即 有 gCWi) 作 gCWj) 一 如. 于 是 诸 六 与 的 
最 小 值 即 易 见 能 满足 本 命题 中 的 要 求 . 

词汇 。 R" 中 一 个 同 拓 于 一 闭 单 形 的 点 集 将 简称 为 一 # 维 胞 。 R* 中 由 离 一 定点 0 
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的 矩 离 所 "> 0) 的 一 切 点 所 构成 的 点 集 将 称 为 一 以 0 中 心 ? 为 半径 的 = 维 奈 ， 
命题 3。 设 是 R" 中 的 一 个 » 维 胞 ,0 是 B 内 部 的 一 个 定点 , 而 是 8 到 RY 中 的 
一 个 微 拓 映 象 , 这 里 入 之 w. 于 是 在 Cx《B) 的 拓扑 中 任意 接近 于 f 必 有 一 8 到 RN 中 的 
微 扼 上映 象 g, 它 在 0 的 某 一 邻 域内 是 线性 的 ， 在 B 的 边界 1881 的 某 一 邻 域 上 与 了 重合 ， 
且 在 0 处 &o 一 了 jo. 
证 . 在 R" 中 取 坐 标 4z， ,xo) 以 2 为 原点 ， 则 在 如 中 0 点 有 一 邻 域 了 其 中 了 可 
表 成 形状 


f(x) = fC0) + > S02 wt Sar)rr,s rEV CB, 


aj(%) 一 a(x) 一 | ~ frr) dN. 


设 psCx) 是 R” 上 一 CO™ 国 数 ， 有 0 < p(x) 二 1， zl EE 时 ， pelx) 一 0， 而 在 ||z| 之 
时 os(x) 一 1， 这 里 ?了 > s > 0 充分 小 以 致 以 0 为 中 心 了 为 半径 的 ” 维 碟 全 在 了 中 由 
下 式 定 义 一 了 到 R 中 的 C” 映 象 8 


bd 


fC0) 十 2 SR xi 十 ps(x)， 2, asi(x) » rixis + EV, 


了 7 一 1 


g(%) 一 
f(x), xE 了 一 下， 

易 见 8 在 0 处 是 线性 的 , 与 1 在 188| 的 某 邻 域 上 重合 ， 且 取 s 盖 0 充分 小 时 ,8 与 f 可 
任意 接近 .此 外 由 命题 2 并 知 取 8 > 0 充分 小 以 及 适当 的 ps 时, 可 使 8 是 B 到 R* 中 的 
一 个 微 拓 映 象 ， 至 于 go = fo 则 是 显然 的 . 

下 面 的 引 理 是 所 谓 Sard 定理 的 一 个 特殊 情形 , 在 有 关 C” 映 象 的 各 种 问题 中 是 基本 
的 ,我 们 将 仅 叙 述 而 不 证 . 

引 理 . 对 于 R” 中 一 个 开 集 D 到 RY 的 任 一 C” 上映 象 f, 在 RY 中 所 有 使 广 (y) 一 外 
或 只 含 f 正常 点 的 一 切 点 7 的 集合 在 RY 中 处 处 称 密 ,特别 是 在 NN >2 时 ，Rr 中 使 
六 (7) 一 区 的 一 切 点 ?的 集合 在 RY 中 处 处 稠密 ， 

定义 4 设 f( 以 及 g) 古 R* (与 R?) 中 一 开 集 D (与 E) 在 RN 中 的 一 个 微 拓 映 象 ， 
于 是 了 与 & 将 称 为 在 一 般 位 置 , 如 果 忒 D) (与 gCE)) 的 闭 包 与 8B) 一 gCE) (与 JCD) 
一 全 D)) 不 相遇 , 且 在 六 宇 p 十 9 时 ,对 每 一 信 D) 与 (BE) 可 能 有 的 公共 点 c, 入 D) 与 
8(E) 在 ¢ 的 切 空间 将 交 于 一 维 数 为 N 一 (p 十 9) 的 线性 子 空间 , 而 在 N <p 十 4 时 ， 
1(D) 与 SCE) 不 相遇 ， 

定义 5 设 f( 与 g) 是 R (与 RY?) 中 一 闭 区 域 D (与 E) 到 RN 中 的 微 拓 映 象 , 如 果 
1 与 # 在 D 与 的 内 部 上 的 限制 在 一 般 位 置 ,我 们 就 说 f 与 #8 在 一 般 位 置 . 

命题 4 设 1 是 R” 中 一 开 集 U0 到 R* 中 的 C* 映 象 而 入 > 22 十 1, 则 与 RN 中 某 给 
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定 方向 任意 接近 , 必 有 方向 使 沿 此 方向 的 任意 直线 即 不 与 人 UV) 相 切 也 不 遇 CU) 于 两 点 
上, 

证 ， 设 了 为 直线 一 之 + < 十 oo0. 定义 一 UX DU Xx 了 到 RY 中 的 肌 象 所 为 h(x， 
yy 7) 一 TCRKz) 一 了 7)), 这 里 x,y EDV,rYET， 叉 定义 一 UX R" 到 | RV 的 映 象 有. 为 
fx, 办 一 (wu), 这 里 zxED ue RR" 因 UXUXTSUX RR 各 为 R*YX R*XR 与 
Re x R" 中 的 开 集 , 与 有 是 到 R* 中 的 C" 映 象 ,而 入 > 24 二 1, 故 由 Sard 定理 , R* 
中 不 在 有 与 所 象 集 上 的 点 在 R* 中 处 处 稠密 任 取 这 样 一 个 不 同 于 R 原点 的 点 , 则 过 
此 的 方向 即 具 有 命题 中 所 要 求 的 性 质 , 且 可 使 与 一 已 给 方向 任意 接近 ., 

命题 5， 设 了 是 一 ” 维 胞 腔 召 到 R* 中 的 一 连续 映 象 ， 而 在 B 的 边界 的 某 一 邻 域 N 
上 是 微 拓 有 映 象 ， 如 果 N 兰 22 十 1, 则 任意 接近 于 fj (在 Cw(8) 的 拓 盾 下 ) 有 B 到 R* 中 
的 微 拓 映 象 g, 而 8 与 在 8 的 边界 的 某 一 闭 包含 于 NN 中 的 已 给 邻 域 上 与 f 重合 . 

证 由 Weierstrass 迟 近 定理 ,不妨 设 是 R" 中 包含 的 某 开 集 D 上 的 .C” 卫 象 并 
在 NM == NN 十 (D 一 8) 上 微 拓 , 设 N',N” 是 8 的 边界 在 中 的 邻 域 , 而 NCN'CN”C 
N”CN* ,容易 作 一 B 到 某 一 R"( 这 里 ww 之 w) 中 的 C" 映 象 和 使 克 六 ) 一 R” 的 原点 0， 
kh 在 B 一 N” 上 微 拓 , 且 AB 一 NN) 不 含 O 点 , 命 gm 为 由 gn(x) 一 (fs) h(x)) 所 定义 
的 8B 到 RY x R” 中 的 映 象 , 则 gw 是 一 微 拓 里 象 , 且 若 将 RV 恒 同 于 RN x R" 中 的 R* x 
(R” 原点 ) 时 , gw 与 了 在 NM 上 重合 ， 命 RHICRRTC CRRNtm 一 RI X Rm” 为 RYX 
R” 中 包含 R* 的 线性 子 空间 序列 , 而 jxsx 为 Rxt 中 过 原点 而 与 Rx+- 垂直 的 方向 , 因 
六 十 多 > 2 十 1， 改 由 命题 4 可知、 在 Rs 中 任意 接近 于 lw+w 有 方向 使 沿 此 方向 的 
R*+t" 中 任意 直线 都 既 不 与 gw(D) 相 切 也 不 与 go(D)7 遇 于 两 点 或 两 点 以 上 ， 命 和 为 
Rrtm 到 RNtw! 沿 这 样 一 个 方向 ， 例 如 4 的 投影 。 则 由 命题 1，gw 一 zg 将 是 D 
到 R ”中 的 一 个 微 拓 ， 而 在 N 站 5 上 与 f 重合 ， 依 此 进行 可 逐次 求 得 了 到 RNYt”-?， 
,RY 中 的 微 拓 映 每 Em? Xm bm-ls ”80 KAI, 其 中 ri 一 1 ,7 一 1 为 从 
RT 到 RN 上 沿 任意 接近 于 vt 的 某 方向 Wri 的 投影 ,于 是 8 = go 是 8 到 R* 中 的 一 
币 拓 映 象 ,与 了 在 N' 由 B 上 重合 , 且 若 取 逐 次 的 投影 方向 充分 接近 于 lwx4， 则 在 CnCB) 
招 扩 下 & 可 使 任意 接近 于 f. 

命题 6， 设 ro, 7 是 ? 维 与 9 维 胞 座 ，f, g 是 c, 到 一 欧 氏 空间 R* 中 的 微 拓 了 映 和 象 ， 
使 在 19r1 的 某 一 7 中 令 域 N 上 gtN) 不 与 fol 相 过 , 而 fli6o| 也 不 与 girl 相遇 ， 则 在 
Cx(17|) 的 邢 扑 下 任意 接近 于 8 有 + 到 RN 中 的 微 拓 映 象 &， 使 g 与 197| 在 7 中 的 某 已 
给 邻 域 N'CN' C N) 上 与 8 重合 ,而 jg 在 一 般 位 置 , 特别 , flo| 与 gz| 在 p 十 49 达 N 
时 将 不 相遇 ， 而 在 p 十 9 一 N 时 将 只 交 于 有 限 个 点 zi, 且 在 每 一 交点 zw 处 flol 与 grl 
的 切 空间 也 只 交 于 点 x;《 在 后 一 情形 我 们 说 了 与 g 在 xz, 处" 模 截 ”). 

证 ， 试 视 5 与 了 为 R? 与 R 的 点 集 ,其 中 坐标 系统 各 为 ,zy 与,…… ,ys 在 
R™ 中 取 华 标 系 统 使 fx) 二 《f(x),，……, (x)), gCy) 一 (gCy), .……, 8g*(y)), re 1ol, 
ye ltl， 点 集 o XT 是 R? Xx Rs 中 的 一 个 p 十 4g 维 胞 腔 ,而 由 h(x, y) 一 f(x) 一 g(y) 
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所 定义 的 c Xt 到 R* 中 的 映 象 # 是 一 C” 映 象 ， 由 Sard 定理 ， 任 间接 近 丁 R* 的 原点 
0 有 点 < 使 所 《ec) = 8 或 7(c) 中 的 点 都 是 4 的 正常 点 在 r 上 作 一 C" 函 数 p(y) 
使 py) 在 NV' 上 一 0, 在 lr| 一 N 上 = 1, 而 对 任意 ye€ lr| 有 0 专 p(y) 和 肥 1. 今 定义 
一 tT 到 RY 中 的 C” 映 象 g 为 f(y) 一 g(y) 十 ply)*c， 如 果 取 c 充 分 接近 于 0, 则 
flol, g'|r| 只 能 在 g《|rt| 一 N) 处 相交 ， 且 取 适 当 P 时 ，g’ 依 命题 2 是 z 到 RN 中 的 微 
拓 肤 象 ， 这 些微 拓 映 象 f 与 g' 将 符合 命题 中 的 要 求 ， 事实 上 , 在 +4 雪 六 村 ， 应 有 
rc) 一 8 故 没 有 点 a€1o|, 5€ IT| 能 使 从 a, 引 二 < 一 人 eo) 一 256), 或 1 人 a) 二 
g《5), 亦 即 flo| 与 g'1z| 不 相遇 因而 了 ,g 在 一 般 位 置 ， 如 果 p 十 4 之 和 N 而 设 a€ 1ol， 
bE rl 使 Ka,5) 一 c 或 a) 一 g《5)， 这 时 多 lo XT) 在 Ca,5) 的 切 空间 系 由 以 下 
P? 十 4 个 向 量 所 张 成 : 


of 
9 一 1 ， 9 
Ox; | ? 
与 
- 0g |. 
Vk 一 9 及 一 1 ， ”9 d, 
Oyx 


其 中 每 一 导数 都 在 a 或 5 处 计算 ,因为 (a, 5) 是 4 的 正常 点 , 故 这 些 p 十 4 个 向 量 中 有 
N 个 是 线性 无 关 的 ， 因 ?个 向 量 w( 与 4 个 向 量 vx) 张 成 了 Klo| ) 在 a (与 a(lri) 在 5) 
的 切 空 间 U( 与 7), 可 见 U 与 7 将 遇 于 一 p 十 4 一 信 维 线性 子 空间 ， 这 说 明太 |ol) 与 
g《|z|) 在 一 般 位 置 而 命题 得 证 . 

定义 6。 设 f 是 空间 X 到 空间 Y 的 一 个 连续 映 象 ， 一 点 ”EE 了 将 称 为 了 的 一 个 & 重 
点 ,如 果 XX 中 至 少 有 个 不 同 的 点 x 使 fxi) 一 yi 一 1) 大 

命题 7.。 设 天 是 一 = 维 有 限 欧 氏 胞 腔 复 形 , 而 f 是 |K| 到 R” 中 的 一 个 连续 映 象 , 在 
KK 的 4 一 1 维 骨 架 K“* + 的 某 一 邻 咸 N 上 是 拓扑 映 象 ， 信 |K” ?|) 与 每 一 KK 中 # 维 胞 腔 
o 的 象 人 1o| ) 的 内 部 不 相遇 , 且 在 每 一 这 样 的 ”= 维 胞 腔 上 是 一 微 拓 上 映 象 ， 于 是 在 Cn(1K|》 
的 拓扑 下 ,任意 接近 于 f 都 有 连续 映 象 了 与 在 K”“ ?的 某 邻 域 上 重合 ,满足 与 相同 的 
那些 条 件 , 且 无 三 重点 . 

证 , 设 a1，……,o 是 K 中 维 胞 腔 的 全 体 ， 而 Ki 为 K 中 由 01,……*, 0; 以 及 它们 的 
面 所 构成 的 子 复 形 。 对 每 一 i 取 一 + 维 欧 氏 胞 腔 吉 使 |zi| Clol, |87:|CNN 1oi|, 且 
使 1 的 所 有 二 重点 只 能 是 某 一 ;内 部 的 点 的 象 ， 假 设 已 定义 了 |Ki| 到 Re 中 的 映 象 f， 
在 C2,《|K;|) 的 拓扑 下 与 1/ |Ki| 充分 接近 , 且 满 足以 下 条 件 : 1”， 天 与 1 在 K; 的 wn 一 1 
维 骨 架 KR 的 包含 1875,| ,-…, |97;| 的 某 令 域 上 重合 ，2°”。 fi 在 每 一 0.,*…, 0; 上 都 
是 微 拓 映 象 ，3"， 所 没有 三 重点 ，4°。 拭 141),…*, 失 154|) 彼 此 都 在 一 般 位 置 ， 于 足 依 
命题 6f; 只 能 有 有 限 多 个 二 重点 , 且 可 定义 一 |oin| 到 R” 中 的 映 象 fr, 使 在 Cal 1oit1|》 
的 拓扑 下 fi 与 了 任意 接近 ,在 包含 16rizi| 的 某 个 160ir4l 的 邻 域 上 与 1 重合 , 在 |oinl 
上 是 敏 拓 上 映 象 ，fin( jains|》 与 每 一 所 Jo ,1X1o;|) 都 在 一 般 位 置 , 且 不 过 任 一 
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fi/1Ki| 的 二 重点 ,推广 /|oin| 为 fn/ |Kin| 使 如 VER 三 fi, 即 得 一 |Kin| 到 R*” 
中 的 映 象 fi 满足 与 |K;| 到 R* 中 映 象 f; 相同 的 那些 条 件 ， 由 归纳 即 得 一 映 象 了 合 于 
命题 中 的 要 求 . 

命题 8。 设 1 是 一 欧 氏 7 维 胞 腔 o 到 Rx 中 的 微 拓 上 映 象 ， 设 v(x),……, v(x) (Cr 去 
NN 一 2,x€ 1o|) 是 R* 中 在 人 lo|) 上 的 + 个 向 量 场 ， 其 类 为 co ( 即 每 一 分 量 是 |jr| 上 的 
C" 孙 数 ), 在 每 一 点 f(x) 《x |c|) 处 线性 无 关 , 且 在 每 一 点 f(x) 处 与 1ol)“ 模 截 ”( 即 
与 八 |o|) 在 f(x) 的 切 空 间 ? 线 性 无 关 )， 命 D' 为 以 。 为 向 量 基 的 R' 中 半径 为 e> 0 的 


;入 杞 { 忆 wc / 局 <， 则 当 。 > 0 充分 人, 由 下 式 


gx e) = fe) + > wor) 


所 定义 的 |o| x PD"' 到 RN 中 的 贞 象 8 是 一 微 拓 映 象 . 

证 ， 显 然 对 任意 坐标 系统 8 在 |e| x (DP 中心 0) 的 任 一 点 (x，0) 处 的 Jacobi 和 矩 
隆 Jaccr,o g 不 退化 《a 看 作 是 某 R" 中 的 点 集 )， 于 是 应 用 一 紧 致 性 的 推理 即 得 本 命题 , 

为 应 用 于 研究 同 痕 问 题 ,上 面 的 多 数 命题 必须 推广 直到 RN 一 RN-! x 工 中 的 可 允许 
映 象 ,这 里 = { 一 oo < 上 < 十 oo} 等 如 第 五 章 $7 那样 定义 ， 我 们 将 列举 以 后 折 需 要 
的 一 些 相应 命题 ,但 详细 的 证 明 则 将 略 去 ,因为 它们 与 通常 的 那些 证 明 是 相仿 的 。 只 在 有 
必要 改变 证 法 之 处 我 们 才 指 出 来 . 

命题 3， 在 命题 3 中 如 果 8 一 B' X 了 TI,T 一 [0,1],， B8’ 是 R"! 中 的 4 一 1 维 胞 腔 ， 
0 二 (0', 1), 这 里 0 是 好 的 内 点 ;而 0 天 为 二 1, 又 8 到 RN 二 RN-! Xx 工 中 的 微 拓 映 
象 上 又 是 可 允许 的 , 则 命题 3 中 已 证 明 其 存在 的 映 象 8 也 可 取 为 豆 允 许 的 ， 
证 。 与 命题 3 的 证 明 相 同 , 不 需 任 何 改变 . 
命题 4 在 命题 4 中 设 U = UX 了 ,7 = [0,1], 7 为 Re: 中 开 集 ,又 设 品 到 Ry = 
RY X 工 ,NN > 24 十 1 中 的 C” 映 象 1 是 可 人 允许 的 , 则 命题 4 中 已 证 明 其 存在 的 方向 可 
取 为 与 (RY! 原点) x 工 垂直 的 一 个 方向 , 

证 。 首先 推广 了 为 一 UD 二 VV" XT 了 到 R* 中 的 可 人 允许 C* 有 里 象 , 这 里 是 包含 的 
一 个 开 区 间 ， 定 义 UXU XIX 了 I 与 UX RI! 到 Ry! 一 RM! x (0) 的 映 象 与 
为 用 xy tT) = TA, Oo Ay, 与 f(r, fw) = for,y(u, 0), 这 里 x ,y EU', 
1€ 1, TET, WE RT 与 命题 4 的 证 明 中 首相 同 ， 因 XUVXIXxTSU Xx Rr! 
各 为 2 与 2 一 1 维 欧 氏 空间 中 的 开 集 , 而 2 与 22 一 1 都 之 N 一 1,， 故 任意 接近 于 
Ri 任 一 方向 有 不 过 户 与 户 象 点 的 方向 ,而 这 样 的 方向 将 符合 命题 中 的 要 求 . 

命题 5。 在 命题 5 中 设 3 一 DB X7T,T= 一 [0,1],B3 是 Ri 中 一 1 维 胞 腔 , 而 B 


1) 对 5 边界 上 的 点 *， 这 个 切 空间 将 定义 为 区 jo1) 在 天 x) 的 切 空 间 , 这 旦 了 是 任 一 包含 Io 1 的 开 集 U 上 到 RN 
中 的 微 拓 映 象 ,而 7 与 在 jo| 上 相合 . 容易 验证 这 个 切 空间 与 口 以 及 了 的 选择 是 无 关 的 . 
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在 RY = RY! X 工 , NN 之 2n 十 1 中 的 微 拓 映 象 是 可 允许 的 , 则 命题 5 中 已 证 明 其 存在 的 
映 象 8 可 取 为 可 允许 的 . 
和 证， 证明 与 命题 5 相同 ， 唯 一 的 改变 如 下 ， 在 开始 时 不 妨 仍 依 Weierstrass 定理 假定 
f 古 一 可 允许 的 C* 映 象 ,为 作 R 到 民 上 上 沿 方向 int; 的 投影 , 我们 将 依 命题 4 选 
取 Ax+ 为 与 CR 原点) X 上 垂直 的 方向 . 
命题 6 在 命题 6 中 设 c 一 只 XT, rr 一 六 XT, /=10,11, oo,rt 各 为 p 一 1 维 
与 9 一 1 维 胞 腑 ,而 |o|, jzr| 到 R* 二 RW! x 工 中 的 微 拓 映 象 1 g 都 是 可 允许 的 ， 则 
命题 6 g 也 可 取 为 可 允许 的 . 
与 命题 6 者 相同 ， 人 唯一 的 改变 如 下 ，o Xf 到 R™ 中 的 映 象 X 将 易 为 一 o” x 
rT XI Ri 一 中 的 脆 复 4 这 里 ry 2) 一 x, 一 gy, 2). 
附注 。 如 宁 易 了 为 一 包含 于 xX 了 的 一 个 4 维 欧 氏 胞 腔 而 8 依 下 面 的 意义 是 “可 
人 允许” 的, 则 命题 仍然 真确 ， 如 果 (x ,起 , (x 站 Emo 这 里 x ,x ET ,tT 则 g(x ,) 
的 :坐标 与 g(x", 已 的 上 坐标 相同 。 在 证 明 时 只 须 作 下 述 改变 : 名 在 o" X 而 不 在 
o XT XxT 上 定义 . 
命题 7。 在 命题 7 中 设 玉 一 天 x I, K' 是 一 ”一 工 维 有 限 欧 氏 胞 腔 复 形 ,而 f 是 一 
|K| 到 R* 一 RNY! x 工 中 的 可 允许 映 象 ， 则 在 命题 7 已 证 明 其 存在 的 映 象 f 可 取 为 可 
允许 的 . 
与 命题 7 者 相同 ,只 须 在 证 明 中 不 用 命题 6 而 改 用 命题 6 


$ 3. 一 些 辅助 的 几何 作法 


为 了 证 明 本 章 中 的 几 个 主要 定理 ， 我 们 需要 下 面 所 提 到 的 某 些 辅助 作法 。 关 于 纤维 
从 理论 的 某 些 初步 知识 可 在 标准 的 著作 如 Steenrod 书 中 查 到 ,在 本 节 中 将 假定 已 知 , 

A.， 管状 作法 . 

设 C 是 RY 中 的 一 个 C” 简单 弧 以 ao, 2 为 端点 ,也 即 是 [0, 1] 到 RY 中 一 个 微 拓 映 
象 的 象 集 , o 二 10), a 一 1), 设 L9 与 Li 是 RNY 中 与 C 在 a 与 a 处 完全 和 焉 直 ( 即 与 
C 在 该 处 的 切线 相 王 直 ) 的 两 个 # 维 线性 子 空间 , E39 与 E? 为 L3 与 L? 中 ， 以 46， si 为 
中 心 ,充分 小 su 61 之 0 为 半径 的 4 维 碟 , 它 们 的 边界 球 各 为 $897! 与 S77"! 假设 E93 与 E? 
二 者 都 已 任 营 定向 。 命 如 为 包含 C 的 一 个 开 集 ， 则 在 入 宇 w 十 2 时 可 作 一 [0, 1] X E" 
CE" 一 以 2 为 中 心 的 一 个 = 维 碟 ) 到 R* 中 的 一 个 微 拓 映 象 & 使 其 象 了 全 在 UU 中，g/(0》 
x E" 二 Et,8/(1) X E’ = Er,g/10,1] Xx (0) 二 了. 而且 ,在 适当 定向 时 ,将 有 67 一 
E? 一 Et 一 5, 这 里 5S 是 由 协 合 定向 部 分 8([0, 1] x 3 所 负载 的 奇异 下 链 , 5*! 则 为 
E" 的 边界 ,这样 一 个 8 的 微 拓 象 将 称 为 以 C 为 “ 轴 ” 的 一 个 微 拓 “ 管 

为 证 此 , 设 工 和 是 C 在 a 一 太 t) 处 的 N 一 1 维 法 空间 而 6G; 由 LN"! 中 过 a 的 所 有 
定向 4 维 面 所 成 的 格拉 斯 曼 流 形 ,于 是 G, 全 体 构成 一 C 上 的 纤维 从 ,全 空间 设 为 工 , 投影 
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为 xz:L 悦 C, 而 wx-'(a,) 一 G, 因 C 是 一 简单 弧 , 故 这 一 从 是 不 足 道 的 ,又 因 (N 一 1) 一 2 
> 1, G, 是 弧 连 通 的 , 因 之 任 一 在 ,ai 的 截面 可 拓 广 为 C 上 的 一 个 截面 ， 特别 是 截面 
ha0) = 18，Ma) 一 L?， 这 里 ?与 7? 已 与 E85, 8? 协 合 定 向 ,可 扩充 为 C 上 的 截面 
h(a1) 一 L?。 由 Steenrod 定理 ([10] 第 一 章 $ 6, 7 中 定理 ), 这 一 截面 4 并 可 取 为 类 oo 的 ， 
设 8, 是 10,1] 上 的 一 个 充分 小 C 函数 ,而 在 0, 1 处 取 值 6o, 61， 命 BE? 是 L? 中 以 a 为 
中 心 8; 为 半径 的 = 维 碟 , 则 当 s, > 0 充分 小 时 , 由 所 有 E7, 0 和 上 二 1 所 组 成 的 空间 即 
为 一 合 于 所 求 的 微 拓 管 (参阅 $2 命题 8). 

B. Whimey 作法 . 

所 谓 Whitney 作法 是 把 一 个 » 维 复 形 到 R” 中 的 映 象 在 某 种 条 件 下 移 去 奇 点 以 获得 
一 真正 的 嵌入 的 主要 步 又 ,为 说 明 这 一 作法 ,首先 将 引入 一 些 

记号 ， 命 B2 为 一 22 维 欧 氏 空间 ,以 (xz0,*…，, x2s-) 为 坐标 系统 , 而 以 eos e1，……， 
eat 为 相应 的 向 量 基 , 又 命 志 为 E” 中 的 (xo, 4) 平面 命 负 为 各 轴 , 4 为 C” 弧 
一 AK0)， 寞 二 一 90， 这 里 加 三 0 或 之 1 时 4(x0) 之 0, 而 0 和 和 过 工时 
从 x0) 0， 又 在 % 二 0 或 1 附近 是 线性 的 且 其 方向 与 mm 轴 斜 交 ， 记 如, 和 在 + = (0， 
… 0) 与 "二 《1,0,……,0) 间 的 部 分 为 46, 41， 以 Eo 与 E 各 表 z 维 空间 一 0， 
Xott 二 一 Xzg-1 一 0 与 柱 面 一 检 x0)) 和 一 一 和 一 0 命 z 为 天 中 的 一 个 二 
维 苞 腔 , 由 闭 明 线 4 二 46U 4 的 一 个 充分 小 邻 域 与 4 的 内 部 所 构成 , 置 各 mr 一 4;, 与 
ANtT = A'. 

”命题 1， 设 0， 0, 为 两 欧 氏 z 维 胞 认 ， 而 如 ,天 为 mo: 到 R* 中 的 微 拓 肌 象 《这 里 

2 > 2) ,满足 以 下 诸 条 件 : 

(GD oloo| 与 到 |a| 只 在 两 个 内 点 4 与 9 相交 . 

Gi) 与 玉 在 4 与 q 的 附近 都 是 线性 的 , 且 在 9 (以 及 了) 附近 的 象 只 遇 于 4 (以 及 
9'), 

命 Bo 与 B 各 为 flool 与 有 oi 中 联结 9 到 了 的 两 个 C” 简单 弧 , 彼 此 除 在 端点 外 不 
由 相遇 且 在 该 处 附近 是 线性 的 ， 于 是 有 BE? 中 某 + 到 R”*” 中 的 微 拓 上 里 和 象 上 使 4(+) 二 4， 
(7) 二 4， pC40) 一 Bo, $C41) = Bi1( 见 前 记号 ), 日 使 (C7) 与 fjoo| (以 及 floi|) 只 
遇 于 yg(46) 一 Bo (以 及 yg(4A1) 一 BI)， 而 在 每 一 (40) 一 Bs (以 及 4A) 一 B81) 的 点 
处 ，J《7) 与 有 |ool (以 及 与 岂 |a|) 的 煞 空间 只 在 Bs (以 及 B1) 的 切线 处 相交 ， 为 简单 起 
见 ,我 们 将 说 这 时 5(7) 与 训 joo| 以 及 天 ioi| 各 沿 B 与 3 横 截 ， 

再 者 ， 如 果 g; 是 有 限 个 w 维 欧 氏 胞 腔 5; 到 Rz 中 的 一 组 微 拓 遇 象 ,而 m 二 x,， 且 
gt 与 Bo，B, 都 不 相遇 , 则 几 并 可 选取 使 4(7T) 与 所 有 g;18;| 都 不 相遇 . 

证 ， 由 于 条 件 (ii) Bo 与 B, 在 4 (与 9) 附近 的 线性 部 分 的 方向 是 线性 无 关 的 ， 因 之 
可 定义 > 的 某 邻 域 (以 及 ”的 某 邻 域 V') 到 R*” 中 的 一 线性 的 自然 更 是 微 拓 的 映 象 9 
使 9 映 r 为 4 (并 映 r 为 g), 又 映 4 与 41 在 U 中 邻近 + 的 部 分 (以 及 UV 中 邻近 的 部 
分 ) 为 Bo 与 Bi 在 gCU) 中 邻近 4 的 部 分 (以 及 PC ) 中 邻近 9 的 部 分 )， 拓 广 为 一 
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1 十 矿 十 4 十 和 到 R2 中 的 一 耻 象 ， 仍 记 之 为 p， 使 do 一 Bo， 244 一 3 当 
x€ A NCU 十 0),y 二 p(x) 时 , 在 gCA0)N 站 [pCUD) 十 PC 上 的 癌 景 场 (e1) 一 到 
横 截 于 flool 《 即 处 处 与 四 oo 的 切 空间 线性 无 关 ), 因 之 可 拓 广 为 一 在 pk4o) 上 与 有 lool 
横 截 的 C” 疝 量 场 必 同样 , 对 x€ AiNCU + UV), 7 一 在 pCdD miEpGCZD) 十 
2 7 上 的 向 量 场 《ei) 一 码 可 拓 广 为 一 在 p(A1) 上 与 和 la| 横 截 的 C”* 向 量 场 坟 ， 
对 充分 小 的 8 > 0, 可 拓 广 为 7 到 Ra 中 的 一 连续 怠 象 , 仍 记 之 为 9 者 ,如 下 ,对 xe do 十 
4 与 1a| 魏 s, 置 

oz 十 ice 一) 十 ao 这 里 一 cred0， 《17 

px 十 ae 一 pz) 十 aa, 地， 这 里 y 二 g(x), x€ Ai, (2) 
因 这 一 9 与 0 -+ V"” 上 原来 的 映 象 9 重合 , 故 它 有 明确 定义 且 在 8 充分 小 时 是 U 十 UV 以 
及 Lo 十 41 某 邻 域 上 的 微 拓 有 映 象 , 且 可 拓 广 为 某 一 7 到 R” 中 的 一 连续 里 象 ,在 8 充分 小 
且 16r| 与 4 十 4 充分 接近 时 ， 这 一 拓 广 9 将 是 16r| 某 一 包含 4 十 4 的 邻 域 上 的 微 拓 
瑞 象 ,上 且 这 一 邻 域 的 象 将 与 轴 |aco| , 思 |6c| 以 及 所 有 可 能 有 的 8 总 | 都 不 相遇 ， 因 2n 之 
2 dimT 十 1, 故 依 $2 命题 5, 在 Cw(7) 的 拓扑 下 任意 接近 于 Pp 有 7 到 R” 中 的 微 拓 映 
象 2 使 与 9p 在 167r| 某 个 包含 4 与 4 的 邻 域 上 重合 , 因 22 > dimz 士 2 故 依 $ 2 命题 
6, 又 可 在 CT) 的 拓扑 下 任意 接近 于 q', 取 一 7 到 R* 中 的 器 象 上 $, 使 与 g' 在 |6r| 某 
个 包含 44 与 4 的 邻 域 上 重合 ， 又 使 Wfzr) 与 所 有 gi1&i| 不 相遇 且 与 flool, iol 只 在 
?44o)，9(4D 处 相交 ,这 一 肌 象 即 符合 命题 中 的 所 有 要 求 . 

命题 2， 设 ou 0 为 两 + 维 欧 氏 胞 腔 《x > 2), 而 ,下 为 00, oi 到 R* 中 的 微 拓 有 映 
象 ,满足 以 下 诸 条 件 : 

《iD ”lool 与 和 lai| 只 在 两 点 9 与 9 处 相通， 

(i) ”五 与 天 在 9 与 9 的 附近 是 线性 的 ， 

《ii) 对 有 确定 定向 的 0, a 与 R” 而 言 ， 奇 异 下 链 有 la| 与 和 a 在 9 与 q 处 的 交 
截 数 各 为 十 1 与 一 1. 

命 少 为 到 R” 中 的 一 个 微 拓 上 映 象 ,使 (7r) = gqg, g(r ) 二 gqg， 而 J(7T) 与 有 loo| 以 
及 ila 各 沿 册 40) 一 Bo 与 C41) 一 8; 处 横 截 ， 则 : 

映 象 上 可 扼 广 为 + 在 E” 中 的 某 一 邻 域 到 (7) 在 Re” 中 某 一 邻 域 的 微 拓 上 映 象 , 仍 记 
之 为 ,而 使 BE 《以 及 (EN)) 与 lool (以 及 fai|) 在 B 《以 及 81) 的 每 一 点 处 有 
相同 的 切 空 间 . 此 外 又 有 一 上 到 R” 中 的 微 拓 映 象 庆 与 有 只 在 Ci 二 人 Fy(41) 在 oi 中 
的 一 个 任意 小 邻 域 0, 上 有 所 不 同 , 而 象 集 轴 DoD 与 (loo|) 不 相遇 , 上 位 于 (7) 在 民 ; 
中 的 一 个 任意 小 邻 域 中 ， 

证 ， 可 证 (其 详 参 阅 Whitney [57]$ 11) 在 Wr) = 一 rc 上 可 定义 一 组 类 为 co 的 向 量 
场 wak8 ) ,wn-(9*)， 使 wg* 首 二 1, i 二 0,1,…, 2 一 1， 在 每 一 点 gq*Evo 
处 线性 无 关 , 且 满足 以 下 诸 条 件 : 

(3) wolq*) = par(eo) ,wig*) 一 ke， 
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(b) 诸 回 量 wg”), **? ,wnCq”) 在 aq € Bo 时 都 与 foloo| 相 切 . 
(Ce) 诸 问 量 wnti(q* ), “0 ,W219 ) 在 gq E BI 时 都 与 filoi| 相 切 , 
今 对 r*&E rt 定义 
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由 @ 十 3 oo = pCr*) 十 之 Qiz 世 由 Cr )。 


于 是 由 $ 2 命题 8， 几 为 一 了 在 E* 中 某 充分 小 邻 域 D 到 5 在 R” 中 某 邻 域 上 的 做 拓 映 
象 ,满足 命题 中 的 诸 条 件 。 为 证 上 的 存在 ， 试 在 o; 中 到 一 C; 一 |oi 站 大 (8BD 的 充分 小 
邻 域 Mi; 使 FM DCP, 一 0, 1, 命 x 为 投影 Cxosxis wo 一 《xz 0 Xs X21) 
而 Ni == riCMD) 一 0:1, 则 M, 可 取 足 够 小 使 -CNo) 与 xCNi) 只 在 xo 轴 上 相遇 ,由 
于 (a),《b), (0) 这 总 是 可 能 的 ， 
取 6 > 0 充分 小 并 作 一 实 C“" 函数 失 xo) 使 
ivCxo)| 过 1, 70 一 1 而 zx 一 0 在 |z| 关外 2 
义 作 一 实 C “为数 拉 一 p(xo) 之 0 使 
E> n(x) — h(x) >>0,，0% 1 时 ， 
kz 一 0，xz 天 一 6 或 >1 十 8 时 ， 
其 中 4(xo) 即 在 前 面 “ 记 号 ”中 所 提 到 的 函数 。 对 任 一 点 (xzo xz， x21) 二 7 WN 


命 


Br = 7 十 0) el 
则 9CN) 不 与 No 相遇， 今 改变 有 为 及 使 所 与 所 在 |o| 一 M 上 重合 ,而 在 M, 上 
fi/M'i = bop lh. 
于 是 当 & > 0 充分 小 时 , 有 i 显然 为 一 01 到 Re 中 的 微 拓 映 象 ,符合 命题 中 的 要 求 . 

所 需要 的 Whitney 作法 , 即 包含 于 下 面 的 

定理 1。 设 0, o: 是 一 ” 维 单 纯 复 形 天 中 一 对 非 对 角 型 的 = 维 单 形 , 这 里 > > 2, 而 
大 | 天 | 一 R2” 是 一 连续 映 象 满足 以 下 诸 条 件 : 

1” 了 在 玉 的 每 一 2 维 单 形 上 是 一 微 拓 映 象 . 

2” flo| 与 flo| 只 在 它们 的 内 部 交 于 偶数 个 点 91,*……, 9,， 91，""*， 9:， 在 每 一 这 
样 的 点 处 floo| 与 fai| 的 切 空 间 只 交 于 该 点 ， 对 R” 的 一 个 固定 定向 以 及 0%, oa 的 确定 
定向 而 言 , floo| 与 十 ol 在 每 一 9; 处 的 交 截 数 是 + 1， 而 在 每 一 4; 处 的 交 截 数 是 一 1， 

3° 藉 | 六 | 一 Intloo| 一 Intlol) 与 藉 Intlool) 以 及 藉 IPntlotl) 只 遇 于 孤立 的 一 些 点 ， 
且 每 个 这 样 的 点 都 与 9; 或 4 不 同 ， 

于 是 可 改变 f 为 一 连续 映 象 了 :|K| -> R”, 使 满足 以 下 诸 条 件 : 

1 ”了 在 oo 与 o, 上 都 是 微 拓 映 象 

2” 着 oo| 与 媳 o| 不 相遇 . 

3” 了 与 了 只 在 o 与 o 的 某 开 集 上 有 所 不 同 ， 而 这 些 开 集 在 了 下 的 象 与 | 天 | 一 
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Intlm| 一 ftlo| 在 了 下 的 象 不 相遇 . 

换言之 ,上述 Whitney 作法 可 使 在 上 面 提 到 的 那些 条 件 下 把 某 一 对 非 对 角 型 ” 维 单 
形 中 的 “二 重点 ”全 部 移 去 ,而 其 余 的 二 重点 或 更 复杂 的 奇 点 则 保持 不 变 , 

证 ， 由 $2 命题 3， 我 们 不 访 假设 floo| 与 flo| 在 每 一 9; 与 9 的 附近 都 十 线性 的 ， 
而 无 损 于 一 般 人 性 ， 因 ”> ?2， 故 可 将 每 一 对 点 qj 与 gj 在 fay) 中 月 一 0” 简单 弧 B;， 
i 一 0,1,j 二 1,-……,r 相 连 使 诸 B; 除 在 端点 外 不 再 彼此 相遇 , 且 也 与 人 |K| 一 Inrjoo| 一 
Int|o| ) 不 相遇 ， 由 命题 1 可 作 7 在 R” 中 的 微 拓 映 人 象 $; 使 8(7r) = qj, $i(7') 一 9 
vAAD) = B;, 且 与 floi| 沿 B;; 一 4(4i) 处 横 截 ， 因 N= 二 2n 之 5 且 N>># 十 2, 故 由 
依 $2 命题 6 并 可 选取 使 诸 象 集 由 (r) 彼此 不 相遇 ， 也 与 蕊 | 天 | 一 Intloo| 一 Intlai|) 不 
相遇 ， 由 命题 2, 即 可 易 了 为 一 好 与 了 只 在 C 二 个 Bi) 的 茶 些 充分 小 名 域 上 有 所 不 
同 , 而 使 了 符合 定理 中 的 要 求 , 
8。 推广 Whitney 作法 , 

为 了 同 痕 问题 的 研究 在 了 B 中 的 Whitney 作法 须 象 下 面 定理 所 说 那样 稍 作 推广 . 

定理 I。 在 B 的 定理 1 中 设 K=K X11,o=oX1,o 一 ol X11,， 这 里 [二 [0， 
1]，K' 是 一 一 1 维 单纯 复 形 ， 7 一 1 > 1， 而 0%, 0 是 K' 的 一 对 非 对 角 型 = 一 1 维 单 
形 ,又 设 f 是 |K| 到 R” = R”"! Xx L, 这 里 工 为 直线 一 co 过 1 过 十 % 的 一 个 可 允许 映 
象 , 则 在 定理 1 中 已 证 明 其 存在 的 映 象 了 可 取 为 可 人 允许 的 , 

证 ， 与 定理 1 的 证 明 相 同 ， 只 人 须 在 应 用 B 的 命题 1, 2 以 及 $2 的 命题 6 处 ， 收 为 应 
用 下 面 的 命题 1, 5 以 及 5 2 的 命题 6 即 可 . 

命题 I。 设 在 B 的 命题 1 中 0 一 0X 7, ol 一 oi Xx 7T, 这 里 了 = 一 [0, 1], ci, oi 是 两 
欧 氏 2 一 工 维 胞 腔 而 2 一 1>1， 次 设 加 ,二 都 是 |ool， lai| 到 RR2 一 R* "+ Xx 工 中 的 可 
允许 映 象 ,又 设 在 B。 与 B, 上 的 参数 线性 地 依赖 于 其 上 相应 点 的 上 坐标 , 致 在 特殊 情形 如 
49, 9 有 相同 :坐标 = 时，B, 与 B: 将 全 在 Re 一 Re x (s) 中 ， 于 是 B 的 命题 1 中 
已 证 明 其 存在 的 7 到 R*” 中 的 映 象 少 , 更 可 取 为 "可 允许 的 ”, 这 里 可 允许 "的 意义 是 : 对 
任意 x 一 《xy xcer， (xz) 的 :坐标 将 只 依赖 于 且 线 性 依赖 于 m。， 在 特殊 情形 当 4 与 
4 的 上 坐标 相同 设 二 :时 ,这 意味 着 fr) 将 全 在 RR” 中. 

证 ， 与 B 中 命题 1 的 证 明 相 同 , 只 须 作 下 面 的 适当 改变 即 可 。 在 Pd40) 与 pC41 上 
的 C” 向 量 场 砂 与 码 将 如 此 选取 使 当 qg(40) 与 p(A41) 上 的 点 > 的 :坐标 为 :时 ,wi 与 
3 将 位 于 R 中 ， 9 连续 推广 为 z 到 Re 中 的 有 映 象 , 仍 记 为 p, 即 容易 选取 为 "可 允许 ” 
的 ， 把 9? 通 近 为 op 与 多时, 如果 4 与 9 的 :坐标 不 相等 , 则 可 不 用 $2 的 命题 4 与 6, 而 
改 用 该 节 的 命题 4 与 6( 以 及 其 下 的 附注 )， 在 4 与 9 有 相同 * 坐标 设 = :的 这 一 特殊 
情况 下 , 将 有 pkU 过 十 4 十 4DICR 与 orICRI 这 时 在 作 9 的 逼近 9 与 史 
时 ,可 依 $2 命题 4 与 6 在 Ci(r) 的 拓扑 下 选取 .由 于 2n 一 1 之 2dimT 十 1 与 2n 一 
1 之 dim 十 (2 一 1), 这 总 是 可 能 的 . 

命题 二 设 在 8 的 命题 2 中 四 一 中 X 1, ol 一 oi X I， 这 里 0%, 0 是 两 欧 氏 2 一 1 
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维 胞 腔 , 次 设 有 ,五 是 10o|, lol 到 Re = R*” xX 工 中 的 可 允许 映 象 , 又 设 z, 9 的 :学 
标 不 相等 , 且 少 在 与 命题 了 相向 的 意义 下 是 可 人 允许 的 , 则 命题 2 中 已 证 明 其 存在 的 二 的 到 
近 睹 并 可 取 为 可 允许 的 . 

证 ， 与 命题 2 的 证 明 相同 , 只 须 作 下 述 改变 ， 对 49*6 |r|, 诸 向 量 ws(g*)，……*， wz 
(gt (以 及 winiC9*)， wna(9*)) 将 在 R27-' 一 Rw X(t*) 中 选取 , 这 里 履 是 
gCq*) 的 :坐标 . 

C.。Van Kampen 作法 ， . 

设 0 0 是 一 + 维 单纯 复 形 & 中 两 个 有 顶点 公共 的 维 单 形 , 这 里 > 2, 而 二 | 大 | 
一 R* 是 一 连续 映 象 满足 以 下 诸 条 件 : 

1” 了 是 开通 过 某 单 纯 剖 分 K' 的 半 线 性 映 象 . 

2” 命 K' 在 oi 与 0; 上 的 部 分 为 Ki, Ki, 又 命 由 oa.( 与 0) 以 及 它 的 面 所 构成 K 的 
子 复 形 为 K,( 与 &;)， 则 f 在 Ki( 与 ) 上 的 限制 是 K 通过 Ki (与 K 通过 Ki) 的 半 线 
性 实现 ， 

3 了 只 有 二 重点 但 无 三 重点 . 

这 时 某 一 Van Kampen 的 作法 ( 见 Van Kampen [54] 中 引 理 2 的 证 明 ) 可 使 了 改变 
为 一 连续 映 象 了 :1K| > R”, 满足 以 下 诺 条 件 : 

1 了 是 天 到 Rz 中 通过 天 某 剖 分 的 半 线 性 映 象 

2 命 玉 中 由 my o 以 及 它们 的 面 所 构成 的 子 复 形 为 Ka， 则 # 在 Ks 上 的 限制 是 
Kw 到 Ron 中 通过 上 述 K 的 剖 分 在 Ks 上 部 分 的 半 线 性 实现 . 

3 了 与 在 |K| 一 mnt ci 一 Int 上 重合 ， 且 与 有 相同 的 二 重点 ， 只 是 公共 于 
fa) 与 人 cz) 的 二 重点 已 被 除去 . 

基于 Van Kampen 原来 的 作法, 我们 将 把 站 的 作法 叙述 如 下 : 

设 志 一 天 za) 一 厌 o 一 1 sry aieIntmy moreJntom 是 公共 于 0) 与 世 o) 
的 二 重点 ， 我 们 将 逐步 改变 以 减少 公共 于 fo) 与 所 c) 的 二 重点 的 个 数 ， 最 后 得 一 满 
足 ] 一 3” 的 映 象 ， 

为 此 , 设 O 是 eu o: 的 一 个 公共 顶点 ,而 是 天 中 位 于 m 上 且 以 o 为 顶点 的 一 个 
维 单 形 ， 在 fo,) 中 试 作 一 折线 联结 x 至 ri 的 一 个 内 点 对。 而 不 经 过 fa,) 中 的 任 
一 二 重点 ， 又 以 11 为 轴 作 一 线性 管 Cj 使 Ci 的 一 端 为 fas) 中 的 一 个 小 区 域 了 , 的 边界 ， 
另 一 端 是 与 人 71) 只 遇 于 x 的 一 4z 维 凸 区 域 Vi， 且 Ci 不 含有 任 一 五 的 二 重点 并 有 Can 
fo) 一 ,CiNfCos) 一 18r， 改 变革 为 和 使 六 映 六 (niol 为 Ci 十 V', 而 在 
IK| 一 Int (fCVD)N 1os1) 上 与 了 重合 , 则 大 仍 满足 1" 一 3?, 但 其 二 重点 4,…,x, 已 变 
为 xz, 4，……， zx;。 同 样 的 作法 可 应 用 于 x;,.……, x*+。 因 之 在 一 开始 就 不 妨 假定 所 有 的 点 
ni 都 在 中 , 且 诸 线段 fCO)x, 除 x; 外 不 含有 了 的 任何 二 重点 。 再 者 , 由 第 五 章 $1, 我 
们 并 不 仿 假 定 f 也 满足 以 下 二 条 件 : 

4” 对 任意 不 以 o 为 顶点 的 ~e K;, 由 了 rv*) 所 定 的 线性 空间 不 含有 fC0)， 
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5° 对 任意 re K', 以 及 任意 不 以 O 为 顶点 , 且 不 与 + 相遇 的 ze K;, 由 0) 与 Kr)》 
所 定 的 线性 子 空间 以 及 由 fz") 所 定 的 线性 子 空间 在 一 般 位 置 . 

今 设 台 是 用 中 含有 zw 为 其 内 点 的 # 维 单 形 , 则 0O 显 然 不 是 与 的 顶点 ,在 K; 中 有 一 
序列 的 ” 维 单 形 ,5,,… ,5, 使 每 一 对 相继 单 形 5，5inCi 一 1,…,s 一 1) 有 一 mn 一 1 
维 单 形 7 公共 ,而 0 是 5 但 不 为 其 他 任 一 $Ci 过 9) 的 顶点 ， 由 5°, 可 见 对 任意 关 台 的 
re K', 如果 7 与 5 不 相遇 或 与 如 只 有 一 顶点 公共 时 ,由 人 0) 与 人 7z) 所 定 的 线性 子 空间 
人 0, 7) 与 由 人 81) 所 定 的 线性 子 空间 L(&,) 将 至 多 交 于 一 线 政 SCr), 如 果 在 7 与 所 有 
一 维 数 > 1 的 面 公共 时 , LC(0, 7) 与 L(&) 将 只 在 这 一 面 所 定 的 线性 子 空间 处 相交 ， 因 
假定 4 > 2， 故 过 可 在 人 &) 中 作 一 直线 过 fw1) 于 其 内 部 , 与 所 有 5C7) 除 x 外 不 再 
相遇 , 且 除 x 外 不 再 经 过 任何 了 在 人 5) 中 的 二 重点 ， 设 这 一 直线 与 fn) 交 于 yy 又 过 
f($1) 的 另 一 a 一 1 维 面 人 ww) 于， 仍 由 4° 与 5°, 对 任意 不 同 于 的 re K', 由 f0) 
与 Kr) 所 定 的 线性 子 空间 将 与 盛名 ) 至 多 遇 于 一 线段 或 遇 于 f(&,) 的 一 真 面 ， 因 # > 2， 
故 过 饼 可 在 (8;) 的 内 部 作 一 直线 不 与 任 一 这 样 的 线段 相遇 ,也 不 经 过 上 的 任 一 二 重点 ， 
并 遇 万 mp) 于 其 内 部 一 点 yy。 继续 这 一 作法 可 得 一 折线 1 二 yoy …… ys 这 里 yi 是 fm) 
的 某 一 内 点 ， 今 在 fm) 中 取 一 充分 小 4 一 1 维 单 形 允 , 以 为 其 内 点 ， 过 任 一 点 
16m| 作 一 直线 与 yoy, 平行 而 交 开 w) 于 yi, 过 又 作 一 直线 与 yy 平行 而 交 fw2) 于 yy 
依次 进行 以 得 点 ，…… 六 对 每 一 2 二 1, 2，…, :一 1, 诸 点 六 的 全 体 构成 帮 ) 中 
一 个 4 一 1 维 单 形 w 的 边界 , 而 诸 线 侦 yi_y; 构成 8;) 中 以 ywyi 为 轴 的 一 个 管 形 5. 
命 如 二 剖 十 … 十 人 i C 一 十 功 ,于 是 由 作法 ,由 条 件 4 ,5° 以 及 线段 KKO)m 不 含 
任 一 除 = 外 的 二 重点 这 一 假定 ,可 见 在 芒 充 分 小 时 , C 将 不 含 f 的 任意 二 重点 , 且 从 fC0) 
作 中 心 投影 从 C 所 得 的 锥 形 5 为 一 x 维 胞 腔 ,与 KiK|) 只 遇 于 C 十 016w_,|, 又 与 
f(|Ki|) 只 遇 于 fC0). 

命 f(&1 十 … 十 5) 中 由 澡 十 坊 十 贡 -! 所 围 成 的 部 分 为 (8)， 今 改变 f 为 有 使 
四 与 了 在 | 天 | 一 lo 几 IntfA1(8) 十 O14|) 上 重合 , 而 映 |os| 六 (TCD 十 0 
为 6, 干 是 f 是 连续 映 象 而 仍 满足 1° 一 3°, 但 此 时 x 已 不 再 是 下 的 二 重点 ,而 此 外 让 与 
f 的 二 重点 彼此 相同 . 

逐次 应 用 同 祥 方法 于 x,,*……， x,, 可 最 后 获得 一 映 象 『 满足 1° 一 3”, 如 所 要 求 , 

名 ， 推 广 Van Kampen 作法 . 

在 Van Kampen 作法 C 中 , 设 玉 是 一 积 复 形 L x 1, 这 里 工 是 一 有 限 单纯 复 形 , 其 维 
数 为 # 一 1 而 # > 2，7 为 线段 [0, 1], 又 设 m 一 局 X 岂 四 一 吕 X7T， 这 里 总 ,总 为 工 
中 一 对 有 顶点 公共 的 一 工 维 单 形 ， 如 果 天 | 天 | -> R” 一 Rw X (一 00, 十 co) 是 一 连 
续 映 象 满足 C 中 的 条 件 1" 一 3"， 且 依 第 五 章 $ 7 意义 下 是 可 允许 的 。 则 7 可 改变 为 一 映 
象 f: |K| -> Re 使 不 仅 满足 C 中 的 条 件 1 "一 3 , 而 且 是 可 允许 的 ， 

事实 上 应 用 与 C 中 同样 记号 可 取 一 4 与 5 的 公共 顶点 0' 而 命 0; = (0', 11)， 这 里 
六 是 二 重点 二 Kxi) = 天 xw) 的 + 坐标， 与 C 中 证 明 的 开 首部 分 相同 ,我 们 不 妨 一 开始 
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就 假设 点 zw 就 在 及 的 一 = 维 单 形 mw 的 内 部 ,而 0; 在 mw 的 边界 上 , 且 任 一 线 妥 {0x 
都 除 x; 外 不 再 含有 任何 f 的 二 重点 , 并 设 C 中 的 4? 与 5° 仍然 满足 ， 象 C 中 证 明 的 第 二 
部 分 进行 而 仅 作 下 面 的 改动 : 至 多 在 天 ' 的 一 个 剖 分 后 , 5; 将 在 R?-! 一 Re X 《0 中 
全 有 内 点 , 且 折 线 1 一 yoy1……y-, 将 如 此 选取 使 全 在 R3-: 中 , 即 可 得 一 映 象 与 C 中 者 
相同 而 更 是 可 允许 的 ,如 所 要 求 ， 

D，Cairns 作法 ， 

对 一 + 维 欧 氏 单 形 " 试 以 6(c) 表 它 的 任 一 + 一 工 维 面 与 过 对 顶点 任 一 棱 的 诸 夹 角 
中 的 最 小 值 ， 对 一 有 限 欧 氏 单 纯 复 形 玉 将 以 6CK) 表 所 有 6(c),ce 天 的 最 小 值 ， 易 见 天 
有 任意 精致 的 单纯 冲 分 天 ' 使 6CK') 一 6CK)， 设 B 是 欧 氏 空间 R* 中 的 一 个 网 氏 胞 腔 ， 
玉 是 刀 的 一 个 单纯 剖 分 ， 而 二 是 了 3 到 RN 中 的 一 个 连续 映 象 ，f 在 了 3 的 边界 的 某 一 邻 域 
上 是 线性 的 ， 而 在 了 的 内 部 是 微 拓 的 ， 则 根据 Cairns 的 一 个 较 广 的 定理 所 蔓 含 的 那样 
(T1151), 对 任意 。 > 0 有 8 > 0, 使 对 任意 玉 的 单纯 剖 分 K', 只 须 0CK') 一 0(K) 与 每 一 
oE 天 ' 的 直径 都 < 5, 由 fo) = f(a), a 是 K' 的 任意 顶点 ， 所 定义 KK 到 R* 中 通过 民 
的 半 线 性 映 象 了 必 是 一 及 到 RN 中 通过 天 ' 的 一 个 半 线 性 实现 ， 它 在 Cx(B) 中 的 距离 下 
与 了 相 虐 < s， 且 在 了 3 的 边界 的 某 邻 域 上 与 了 重合， 这 一 事实 的 证 明 可 参阅 Caims 原 
文 ， 注 意 若 了 是 Ro 一 :中 一 欧 氏 胞 腔 了 与 缆 妥 了 一 [0,11] 的 积 ,而 1 是 8B 到 R 一 Rs-: x 
(一 oo， 二 co) 中 依 第 五 章 $ ?7 意义 下 的 可 允许 映 象 时 , 上 面 所 作 的 卫 象 了 显然 也 是 可 多 
许 的 . 

FE. 光滑 化 作法 

设 5, 习 5, 是 Re 中 在 一 欧 氏 4 维 胞 腔 DD 中 的 两 个 同心 的 一 1 维 球 围 成 # 维 闭 磋 
D' 汪 Di. 设 f 是 D 到 R" 中 的 一 个 拓扑 映 象 使 1 在 每 一 部 分 D 二 DD 一 DB; 与 D, 上 
都 是 微 拓 映 象 ， 则 f 可 在 空间 Cx(D) 的 拓扑 下 任意 带 近 为 一 DD 到 RN 中 的 微 拓 映 象 g， 
这 是 一 个 很 一 般 的 定理 ,使 8 仅 在 5, 与 8 在 也 中 的 任 辣 小 邻 域 上 与 了 有 所 不 同 的 很 特殊 
的 情形 , 它 的 证 明基 于 所 谓 * 磨 光 法 ”, 其 详 可 见 例如 Milnor [38]， 如果 D = D' x (一 co， 
+ co), 这 里 D' 是 一 欧 氏 w 一 1 维 胞 腔 ，RY 一 RV! X (一 oo, 十 co), 而 了 更 是 依 第 五 
章 $ 7 意义 下 可 人 允许 的 , 则 & 也 同样 可 取 作 是 可 允许 的 . 


$ 4. 般 入 的 主要 定理 


n>2 时 K"C R™” 的 充 要 条 件 


本 节目 的 在 证 明 : 如 果 ”> 2， 则 为 使 一 7 维 有 限 单纯 复 形 k 能 半 线 性 实现 于 R* 
中 , 前 章 所 给 出 的 条 件 B?"(K) 一 0 不 仅 是 必要 的 , 而 且 也 是 充分 的 。 我 们 将 从 下 述 引 理 
的 证 明 开 始 . 

引 理 . 设 玉 是 一 ” 维 有 限 单纯 复 形 , 而 f 是 |K| 到 Re 中 的 连续 映 象 ， 满 足以 下 诸 
条 件 : 

(Qi) 对 KK 中 任 一 # 维 单 形 o 与 一 n 一 1 维 单 形 z, 在 |e'|U |r'| 上 是 拓扑 映 象 ， 且 
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在 * 上 是 线性 映 象 ， 

(ii) 了 在 天 的 每 一 * 一 工 维 单 形 上 是 线性 上 映 象 , 旦 每 一 ” 维 单 形 上 是 微 拓 了 映 象 , 

于 是 任 给 KK 中 一 对 # 维 与 4 一 上 维 的 非 对 角 型 单 形 c,z 以 及 数 4 一 士 1, 必 有 一 
| 天 | 到 R” 中 的 映 象 g， 满 足以 下 诺 条 件 : 

Qi)” 8 在 天 的 每 一 2” 维 单 形 上 是 微 拓 映 象 ， 

(ii)”& 与 f 不同 之 处 ,只 在 某 一 已 给 点 pe Intlc| 的 已 给 邻 域 上 上 ,而 1(p) 非 f 的 二 站 


PAE XD 一 《一 1 SFE, fn), 
Yat XW) = (—1)™. SgE, en), 
其 中 儿 指 对 一 R2 的 指定 定向 的 交 截 数 ,#5, 7 为 任 两 入 中 非 对 角 型 的 > 维 单 形 , 而 大 洁 
为 R” 中 相应 的 奇异 下 链 , 则 有 
$s = B+ 4 6Y,,., (1) 
这 里 和 -为 豆 # 中 的 22 一 1 维 d 上 闭 链 , 使 Ko xz 一 和 CrXo 一 1 而 zx 
7 ) 二 KulT' xc) 一 0, 这 里 (or) 是 任 一 对 不 同 于 (o, *) 的 # 维 单 形 o 与 4 一 1 维 
单 形 , 
证 ， 任 取 o 的 内 点 了 与 7 的 内 点 9 使 fp), 1(q) 不 同 于 任 一 了 的 二 重点 。 由 $ 2 命 
题 3 可 无 损 于 一 般 性 而 假定 f 在 ?附近 是 线性 的 。 命 5 是 flo| 中 以 8= fp) 为 中 心 
充分 小 8 > 0 为 半径 的 4 一 1 维 球 由 5"! 所 围 成 的 4 维 实心 球 将 记 为 E*CHc|， 
命 P# 为 过 了 一 fg) 而 与 117| 垂直 的 一 7 十 1 维 线性 子 空间 。 又 命 " 为 Prt! 中 
以 了? 为 中 心 , 6 汪 > 0 为 半径 含 # 于 其 内 部 , 而 底部 为 一 以 S*! 为 边界 的 4 维 胞 腔 的 一 个 
7 维 半球 面 ， 我 们 将 取 Hr 与 8 > 0 充分 小 使 5" 与 人 |K|) 不 相遇 ，E" 与 所 有 Sir 
的 # 维 单 形 不 相 过 ,gqg 和 代 |Ki), 且 8” 不 含有 任何 二 重点 。 命 E*, $7! 与 o 协 合 定 问 ， 
又 定向 $ 于 使 如 果 E”" 协 合 地 定向 ， 然 后 定向 日 "与 P""™ 满足 9(H”* 一 EE")= 一 S$" 
时 ,将 有 
SP fr) = (—1)" .7. (2) 
今 以 一 C” 简 单 弧 ¢ 连结 zp 至 gq 使 在 c(0) 一 8 处 与 E" 疏 直 , 而 在 cl1) 一 9 处 与 已” 
垂直 ,又 与 人 |K|) 只 遇 于 F, 而 与 由 丹 ”"* 转 成 的 实心 半球 体 只 遇 于 gq 。 由 $3 的 管 形 作 
法 , 可 作 一 C” 系 的 # 维 实心 球体 EF?, 由 (x 一 1 维 球 S77 所 围 成 , 0 委 * 委 1 而 中 心 
为 eCs), 半径 为 6 之 0, 使 S97 一 5" ，S77 二 Sl， 且 T= FE? 为 一 以 < 为 轴 的 
微 拓 管 形 。 再 者 , 当 7"+! 取 适 当 定 向 时 ， 将 有 87T"t' 一 E” 一 E"* 一 5$, 这 里 $S 是 由 所 有 
2 一 1 维 球 S77 的 并 集 所 负载 的 奇异 下 链 , 我 们 将 设 半径 s > 0 充分 小 ， 致 管 形 了 "… 只 
过 IK 一 Stir| 于 E3 一 E*。 容易 作 一 151UCH”? 一 IntE”) 到 上 的 拓扑 映 象 使 在 5 
上 是 恒 同 映 象 ,而 在 $S 与 8H” 一 IntE ”上 都 是 微 拓 映 象 ， 置 
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i, 在 IK| 一 人 (EE") 上， 
1 在 广 (E*) 上 . 
由 $3E 的 魔 光 作法 可 易 fi/1o| 为 一 微 邱 映 象 , 设 为 有 ,在 Ca,《(1o|) 的 拓扑 下 ,天 与 有 将 
任意 接近 ,而 在 18c| 的 某 邻 域 上 与 矿 重 合 ， 今 定义 | 天 | 到 R” 中 的 映 象 8 如 下 : 

和 在 |jK| 一 lol) 上， 

”lr， 在 fClol) 上 ， 
则 8 显然 满足 Gi》 与 Gi》, 再 者 ,如 果 8 > 0 充分 小 , 且 f' 充分 接近 于 天 将 对 套 的 任意 
22 维 胞 腔 6 Xx 7 了 有: 

pes X= —D’. Hgs,en) = (—1)". Befn) = f(t X 7), 
PelE Xn)— G(s Xn = ~ [BE, fn) — GF,fn) 1. 
如 果 后 7 都 不 同 于 o, 则 依 作法 有 三 WlE1U1wl， 因 之 ($5 X17) 二 %(# Xx 7)， 同 
时 有 6X,.(#, 7) 一 0, 因 之 (17 平凡 地 成 立 ， 同样 ,如 果 #, 7 都 不 在 Sir 中 , 则 由 作法 
ZB CFE, 7) 一 fy) 而 5X xX) = 0, 因 而 (1) 仍然 成 立 ， 余下 需要 考虑 的 情 
形 是 或 则 二 o,n€ Str, 或 则 5€ sir 7 一 和 。 试 考虑 前 一 情形 而 设 67 一 az 十，…, 其 
中 … 指 不 含 了 的 项 ,于 是 有 
(一 1 [Glo Xn) — Go x DI = Bo, fm) — $fo, fn) 
= $fio — fo,fn). 
为 计算 最 后 一 个 交 截 数 ,可 命 8” 等 如 前 面 那 样 定向 ,于 是 有 代数 式 
8 = 0, OE” = S$, 8 一 3 一 9 OE’ = Sm, 

因 之 有 

OC(—H"+E"—S— EE)= 0, 

IE"=—H"+E"*~—S, 

其 中 各 项 都 是 奇异 下 链 ， 记 由 H”* 所 图 成 , 而 与 H” 协 合 定 向 的 实心 半球 体 为 囊 "”"', 致 
有 代数 式 


Ho 一 H'”, 
则 有 
fo— fo=—H"+E"—S—E" 
— OH Tr), 
故 得 


g(jc 一 如 , 打 ) 一 一 08GE Th), fn) 
一 (一 D” BCH" — Th, Ofn) 
《一 1 。 HH""+! Tr+l afr 十 ，， ') 
= (—1)". ag(H't, fr) 
= (~—1)". agtlPp"™, fr) 
一 a4， 由 (2) 式 . 
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8% so Xn) = X00 x n+ ~—1) :hlo x On) 
一 《一 1)"a。 


Galo XT) = Glo Xn) + aBk,,(o X 7), 

另 一 情形 5e Sir, 9 一 o 也 相 类 似 、 因 之 对 任意 5 X mn€ 僻 恒 有 (1)7 式 , 而 (1 式 也 由 
此 证 明 . 

定理 1 如果 ”> 2， 则 一 ” 维 有 限 单 纯 复 形 及 能 在 R” 中 半 线 性 实现 的 充 要 条 件 
是 6 多"(K) 一 0， 

证 . 已 知 条 件 名 "(kK) 一 0 是 必要 的 ， 故 只 须 证 明 其 充分 性 如 下 ， 复 形 天 则 将 假定 
是 一 充分 高 N 维 欧 氏 空间 R* 中 的 一 欧 氏 复 形 , 

依 $1 定理 2', 已 知 有 一 K 到 Rz 中 的 局 部 线性 实现 f。 设 $j 为 1 对 R” 一 固定 定 
向 而 言 的 示 谱 特殊 上 闭 链 ， 则 8e 名 "CK) 二 0 将 4 上 同调 于 0, 故 在 总 * 中 有 一 2 一 1 
维 2 上 链 匀 售 

54 一 $. 

因 显然 满足 引 理 中 的 条 件 (i) 与 (ii), 故 应 用 引 理 有 限 多 次 ， 即 可 定义 一 | 天 | 到 Rz 中 
的 映 象 了 满足 以 下 诸 条件 : 

GD” 了 在 六 的 每 一 * 维 单 形 上 是 微 拓 映 象 。 

(ii)' 了 与 寺 除 在 玉 的 某 些 > 维 单 形 内 部 某 些 点 的 邻 域 上 者 外 重合 ， 

(iii? 了 的 示 媒 特殊 上 闭 链 为 

8 一 名 一 3 光一 0. 

由 $2 的 命题 6, 7, 我 们 可 任意 逼近 记 为 一 |K| 到 Rz 的 映 象 六 使 满足 以 下 诸 条 
件 : 

(i)” 产 在 KK 的 每 一 4 维 单 形 上 是 微 拓 映 象 . 

(iD” 六 与 二 因 之 也 与 了 在 j 天 "| 的 某 一 邻 域 上 重合 , 

(ii)” 对 中 任 一 对 维 单 形 0, oa 了 1a| 与 产 |oa| 只 在 它们 内 部 的 有 限 多 个 点 处 
相交 , 且 在 每 一 这 样 的 交点 处 广 |oj 与 天 |o| 的 切 空间 只 在 该 点 相交 

Civ》” 对 任 三 个 = 维 单 形 a, 02, os 不 能 有 点 公共 于 产 joj, 六 |o| 与 六 | 四 | 的 内 部 ， 

从 《ii) 又 有 

(v)” 拓 的 示 谨 特殊 上 闭 链 为 

$ 一 0. 

今 试 考虑 中 任 一 对 非 对 角 型 a 维 单 形 o, m， 由 GD” 与 GY)”, 拓 ]o| 与 六 los| 只 
能 交 于 偶数 个 点 gq;, 49;, i 二 1, …, +, 且 在 每 一 9 处 , 产 |o| 与 六 |o| 的 交 截 数 为 十 1， 
而 在 每 一 4; 处 交 截 数 为 一 1， 因 ”> 2， 故 $3 的 Whitney 作法 可 使 定义 一 | 天 | 到 R” 
上 的 映 象 1”, 在 天 的 每 一 维 单 形 上 微 拓 , 而 与 1 的 不 同 之 处 只 能 在 o 中 连结 /C4q;) 
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们 la| 与 (9;) 几 |o| 的 某 些 弧 C; 的 任意 小 邻 域 上 ， 且 f 太 1o| 与 foz| 不 相遇 ， 由 
《iv)”, 我 们 可 选取 5 与 六 使 六 ol 与 六 oa 将 与 fcl 一 天 中 与 co 不 同 的 ” 维 
单 形 ) 只 能 相遇 于 六 与 六 重合 之 处 ， 在 | 开 | 中 使 > 和 关 7 而 f(x) 二 f(y) 的 点 偶 (x,y) 
的 个 数 因 之 较 f7 的 原 有 者 为 少 ， 应 用 这 一 手续 于 玉 中 每 一 对 非 对 角 型 > 维 单 形 即 可 最 
后 得 一 |K| 到 R2” 中 的 映 象 ， 设 为 g， 使 ?与 矿 因 之 也 与 了 在 | 天 全 | 的 某 一 邻 域 上 重 
合 ,在 玉 的 每 一 对 = 维 非 对 角 型 单 形 上 都 是 拓扑 映 象 , 且 在 每 一 玉 的 =” 维 单 形 上 都 是 徽 拓 
碳 象 。 由 $ 3 的 Cairns 作法 ， 即 可 从 8 得 一 K 到 R” 中 的 一 般 性 半 线 性 映 销 g', 与 了 在 
IK""!| 的 革 一 邻 域 上 重合 ， 而 在 天 的 每 一 对 非 对 角 型 > 维 单 形 上 都 是 拓扑 映 象 , 于 是 8 
的 唯一 奇 点 只 能 出 现 为 8 1cx| 与 好 oz| 的 二 重点 ,这 里 m, oz 是 及 中 有 顶点 公共 的 维 单 
形 ， 由 $3 的 Van Kampen 作法 即 可 易 8g 为 一 KK 到 R” 中 的 半 线 性 实现 ,而 这 证 明了 
定理 . 

定理 2.。 如 果 w 之 2， 则 任 一 * 维 有 限 单纯 复 形 K 可 半 线 性 实现 于 R” 中 的 充 要 条 
件 是 Br(K) 一 0. 

证 ， 这 从 定理 1 以 及 《为 偶数 时 终 (K) 一 0 与 和 (K) 一 0 二 者 等 价 这 一 事实 立即 
得 出 . 


$ 5. 浸入 的 主要 定理 


2>3 时 天 "一 R ”的 充 要 条 件 


在 以 下 设 天 是 一 有 限 单 纯 复 形 。 命 训 € HBR 1) 是 到 依 第 五 章 $ 6 那样 定义 
的 示 漫 特殊 上 类 ,这 里 
dy = 1— (~1)M,r= tk, (1) 
在 那里 已 经 证 明 , & 可 恒 同 为 在 第 三 章 中 所 定义 的 全 , 类 针 ?CK)& H&K 名 , z)， 今 由 
定义 ，V 一 0 是 K 可 线性 漫 和 人 R* 中 的 必要 条 件 ， 另 一 面 ,K 的 维 数 是 时 , 依 $1 定理 
2' 恒 可 线性 温和 于 R” 中 , 因 之 需要 研讨 的 临界 情形 是 4 维 复 形 K 可 线性 (或 不 如 说 半 线 
性 ) 浸入 R”! 中 的 充 要 条 件 。 这 一 问题 至 少 在 充分 大 时 由 下 面 的 定理 所 回答 : 
定理 . 如 果 ”> 3, 则 2 维 有 限 单 纯 复 形 KK 可 半 线 性 温和 人 R”™ 中 的 充 要 条 件 是 
一 一 0 或 好 一 (K) 一 0. (2) 
只 有 充分 部 分 需要 证 明 , 为 此 我 们 将 先 作 一 些 准 备 . 
对 天 的 任 一 顶点 a, 我 们 将 以 天 。 表 由 开 中 所 有 以 为 顶点 的 单 形 以 及 它们 的 面 所 
组 成 的 子 复 形 。 又 以 Ls 表 由 天 中 所 有 顶点 者 与 4 不 相同 ,但 都 与 a 张 成 玉 中 单 形 的 所 
有 那些 单 形 所 成 的 子 复 形 ， 因 而 天 。 即 4 与 工 。 的 联合 复 形 。 对 每 一 4 试 定义 一 下 链 群 
CC 到 CC 六 .72) 中 同 态 ju 者 如 下 : 
joao X 0) 一 《一 1 [aan X oo 十 (一 1 [ao X ao， (3) 
其 中 dim oi 一 和 dim 02, ol X oy€ (2L,)?, 
引 理 1。 js 与 下 边缘 运算 可 交换 , 且 有 justo 一 一 to#io#, 这 里 如 为 《 忆 ,) 亲 与 ( 竺 。) 多 
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中 的 巡 角 变换 , 
证 ， 对 or X me (了 六 有 : 
Oj X00) 一 (一 1)n+ot Ofa, ao X 0] + (—1). Ble, or X aol 
一 《 一 1)n+on (aso X ol — [a,a00o, X oz 
+ Cl) Ta,ar X O01) 十 (一 1 (la, Bo X a0s]™ 
+ CC—1): [ec X 0] — CC—1): [ao X a060,]™) 
= (—1)"t., [a,a00, X oJ 十 (一 1 La, Bo, X a0s]®™ 
+ C—1). [a,ao X 8m] 外 一 《一 [rt [ao X «a6 
= ja#(O0 X oa) 十 《一 1)7 jg X O07), 
或 
Oj X oz) = jan#0lo X ca)， 
这 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 , 
其 次 有 : 
jota# 01 X 02) 一 《一 1 。，jot(as X an 
= (lm (Ct Laan Xam] 四 十 (一 Dn [ao X am]w) 
一 《一 1 (一 1 CD tonL a X aozl® 
十 【一 1 (一 1 ,pa [a,ao, X as] 人 7) 
= to CI) Lasa0 X oz]@ + (~ [a,o X sos] ) 
= 一 大 提 1#9 
这 证 明了 引 理 的 第 二 部 分 . 
今 试 考虑 一 到 原点 为 0 的 R”7! 中 的 任 一 一 般 性 线性 映 象 [。 容易 看 出 我 们 总 可 选 
取 这 样 的 1, 使 对 所 有 下 的 顶点 a, 1a) 都 在 R” 的 单位 球 5 上， 对 每 一 顶点 4 今 命 
R2 一 为 过 半径 Of(a) 上 充分 接近 于 f(a) 的 一 点 4 ,而 与 0f(4) 垂直 的 2 一 2 维 线性 子 
空间 ， 对 任 一 点 x€ | 工 。 , 命 f(*) 为 线段 x)f(9) 与 Re 了 的 交点 。 则 天 将 定义 一 复 形 
L, 到 R*” 中 的 一 般 性 线性 映 象 ， 今 任意 定向 R"”!， 然 后 定向 每 一 Rr， 使 定 同 直 线 
Of(a) 使 自 O 至 fC4) 为 正 向 时 ，R”! 的 定向 将 积 空间 0f(a) x R2" 一 的 定向 相同 ， 记 
与 4 为 这 些 定向 R2 与 Re 一 中 的 交 截 数 , 则 有 
引 理 2， 设 $/ 是 K 到 定向 Re-: 中 了 的 示 温 特殊 上 闲 链 、 而, 一 $1 是 工 , 到 定向 
Ri" 中 的 示 嵌 特殊 上 闭 链 ， 命 i 为 《KK)8 到 Ky 中 的 包含 映 象 ,而 者 为 由 (3) 式 所 
定义 ja# 的 对 偶 同 态 , 它 把 维 数 降低 1, 则 有 
入 这 dy 一 一 他 (4) 
证 . 设 o X 0 是 (2 六 的 任 一 2 一 2 维 胞 腔 , 致 , oz 是 工 , 中 一 对 非 对 角 型 的 
2 一 1 维 胞 腔 ， 由 (3) 以 及 第 五 章 § 6, 可 得 . 
ti#p (0 X oo) = Bi—[a, an X mV + CC—)" La, oo X aa) 
或 
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竺 谤 go X 0) 一 〈 一 1 Glfao, je 十 (fo fao2). (5) 
我 们 将 证 
(—1)"™» $fao,tos) + Bfo,faos) = (—1)" + Halfoo ,ts02). 《6) 
盖 设 有 ao | 与 flo 以 及 fila| 与 下 soz| 都 彼此 不 相遇 ， 则 fla| 与 fo1oz| 也 将 不 相遇 ， 
而 (6) 是 平凡 地 成 立 的 。 设 或 不 然 , 则 或 则 有 
Gfao, fo) = 8 = +1, Mi gS (fa, fa0,) 一 0， 
或 则 有 
Slo,fao) = 7 = +1, Mm (fa0, ja) 一 0. 
不 难看 出 在 前 一 情形 将 有 8 (fo0, fs02) 一 一 8， 而 在 后 一 情形 有 % ,fo0,, 40,) 一 
《一 1)" ”7, 因 之 (6) 式 在 任何 情形 都 成 立 , 而 (5) 式 变 为 
ji bo X oz) = (—1)* $alfoo, fo02), 
= 一 名 (ol X 0). 
这 证 明了 (4) 式 . 

定理 的 证 明 . 设 与 f 与 前 一 引 理 中 相同 , 而 线段 OKa) 上 的 点 a 若是 选取 充分 
接近 于 a), 使 诸 空 间 R?" 了 只 能 彼此 在 SY 外 相交 .。 当 4& 取 所 及 中 关 4 的 顶点 时 ， 
诸 空 间 R 一 如 果 不 与 Re 一 平行 , 将 与 之 交 于 一 组 2 一 3 维 子 空间 , 而 在 Ri*? 中 国 成 
一 区 域 Ds"™， 由 于 空间 R 汪 的 选择 ，D2 一 将 含有 轧 | 工 | 于 其 内 部 ， 今 从 假设 全 到 -一 0 
可 得 多” 一 0, 因而 在 《Ko) 名 中 于 $j 0. 从 引 理 1 与 2 可 知 在 C2, 六 中 有 5。 0 或 
$3 了 二 0. 因 z 一 1 之 2, 故 由 $2 中 关于 嵌入 的 主要 定理 ,可 改变 fs 为 一 工 ,到 Re 中 
的 半 线 性 实现 f, 使 与 jf 在 Ls 的 4 一 2 维 骨 架 在 |L| 中 茶 一 令 域 N。 上 重合 ， 

有 lL,| 全 在 Ds" 的 内 部 . 

今 试 改变 为 一 KK 到 R*™! 中 的 半 线 性 混和 人 乡 者 如 下 ， 为 此 试 考虑 天 的 任 一 = 维 单 
形 o 一 (aci as)， 并 将 jc| 分 成 以 下 诸 部 分 : 记 Bec) 为 集合 外 (fiK,| 站 Re) 站 
lol, 而 记 Cs(o) 为 le| 中 含有 a; 且 界 以 BCc) 的 角 上 部 分 。 记 当 cc 取 天 的 所 有 2 维 单 
形 , 而 a; 取 o 所 有 顶点 时 一 切 Csc) 的 并 集 为 C, 则 三 显然 为 | 有 "| 一 C 的 某 一 邻 域 
N 上 的 嵌入 , 这 里 K” ?是 K 的 一 1 维 骨 架 , 记 NN 与 1o| 的 交 的 闭 包 为 NCo), 又 记 和 集合 


lcl 一 > C.(c) 一 Nlo) 为 1Co)，. 我 们 将 假定 诸 空间 R2* 已 选取 充分 接近 于 f(a), 且 


也 充分 小 ,至 对 每 一 的 2 维 胞 腔 c, 诸 Cs《o) 彼此 不 相遇 , 其 次 诸 Co,(o) 与 Wo) 都 
不 含 的 重心 0。, 且 1(o) 是 单 形 c 中 的 一 个 凸 集 . 

于 是 | 天 | 到 R" 中 的 映 象 将 定义 如 次 , 

试 萎 碰 任 一 的 # 维 单 形 o 一 《aoa ……a,), 于 是 1/N(o) 将 定义 为 六 对 Co(c) 中 
的 点 ,了 将 线性 地 映 每 一 从 a; 到 Bo《o) 中 一 点 * 的 线 眉 为 R? 了 ?中 从 Fai) 到 所 ,(*x) 的 
线段 ， 对 I(o) 中 的 点 ,了 将 线性 地 映 每 一 从 ou 到 7(o) 边界 上 一 点 * 的 线段 为 从 0 到 
f(x) 或 fo,(x) 的 线段 , 视 * 在 NN 的 边界 上 或 Cox) 的 边界 上 而 定 ,对 于 不 在 任何 KK 的 


1790.。 


维 单 形 中 的 点 , 了 (x) 将 与 f(x) 相同 , 这 一 映 象 了 容易 看 出 是 |K| 到 R2 一 中 的 一 个 浸入 ， 
且 是 KK 到 R*”"! 通过 KK 的 某 单 纯 剖 分 的 半 线 性 映 象 ， 这 证 明了 定理 ， 


$ 6. 同 痕 的 主要 定理 


2>1 时 六 g:KRcR… 辐 痕 的 充 要 条 件 


在 本 节 中 玉 是 一 已 统一 的 维 数 >1 的 有 限 单 纯 复 形 , R2… 是 一 有 确定 定向 的 2" 十 1 
维 欧 氏 空 间 , 了 为 线段 0 委 上 委 1 了 为 直 一 o 天 !<< 十 co, 依 :的 增加 定 同 ，R” 二 
R2 1 X 工 依 积 空间 定向 ,而 z 为 尺 " 到 LL 上 的 自然 投影 . 

本 市 的 目的 即 在 于 证 明 下 述 关 于 间 痕 的 主要 定理 : 

定理 1， 如 果 ” > 1, 则 = 维 有 限 单 纯 复 形 天 到 R29 中 的 两 个 线性 实现 1 与 8 线性 
同 痕 的 充 要 条 件 是 : 

GK) = 0. (1) 

首先 试 考虑 满足 以 下 诸 条 件 的 一 个 或 几 个 的 |K| x I 到 R”?*? 中 的 可 人 允许 映 象 F. 

(Qi) 记 F, 为 由 FCx,) 一 《F(x),#) 所 定义 的 |K| 到 R2 7 中 的 映 象 , 这 里 x€ {Kl， 
IE WE fF g, 

(ii) 五 对 每 一 o€ kK 是 |o| Xx 了 到 R**? 中 的 微 拓 上 映 象 . 

kii) 对 任 一 对 天 的 非 对 角 型 单 形 cr, 只 须 dimo 十 dimzr 和 22 一 1 点 集 Ric|X 
1 与 RCIr| x 7) 即 不 相遇 

Civ) 对 任 一 对 KK 的 单 形 o,7, 如 果 joj 站 lr) = 二 151 关 8, 则 Fllo]j xDnRCrl x 
xI1)= F(IE| x DD). 

《v) 在 (ii) 满足 的 条 件 下 ,对 任 一 对 多 中 非 对 角 型 的 * 维 单 形 o,r+ 有 % (Bo, Pr) 二 
0, 这 里 扣 , firr 各 表 奇 异 下 链 Flo x 1), F(t x 71). 

因为 从 第 五 章 $ 6 定理 2 知 条 件 (1) 是 必要 的 , 故 只 须 就 充分 部 分 进行 证 明 ， 这 一 证 
明 将 分 成 三 个 阶段 完成 之 ， 首 先 , f, g 将 微小 偏 移 至 了 ,8g', 使 f,g' 的 KX 了 I 到 R**? 中 
的 标准 可 允许 里 象 F' 满足 条 件 (一 (iv)。 其 次 , F' 在 条 件 (1) 下 将 改 为 一 上 映 象 F”， 使 
满足 条 件 (i) 一 (v)。 最 后 , 应 用 $2 中 所 发 展 了 的 技巧 把 F” 的 奇 点 移 去 以 得 一 了 ,g" 间 
的 同 冯 , 因 之 也 得 一 1, g 间 的 同 痕 , 而 这 一 同 痕 可 使 之 成 为 一 线性 的 同 痕 . 

为 叙述 证 明 中 的 第 一 步 将 引入 以 下 一 些 概 念 : 

设 K 是 充分 高 维 数 欧 氏 空 间 中 的 一 有 限 单纯 复 形 。 两 个 KK 到 R* 中 的 线性 庶 人 f, g 
将 称 为 对 于 天 中 一 对 非 对 角 型 单 形 cr 米 说 是 正规 的 ,如 果 GD) Cla) 与 XIrl) 不 相遇 ， 
同样 (1o|) 与 g(1z|) 也 不 相遇 , (ii) 对 任意 点 xze jc|，》6 ltr|， 连 结 g(x) 与 g(y) 的 
直线 不 与 连结 1(x) 与 1(y) 的 直线 平行 , 两 个 KK 到 RY 中 的 线性 嵌入 f, g 将 称 为 对 LCK 
是 正规 的 ， 如 果 它 们 对 于 工 中 任 一 对 使 dimo + dim 7 志 N 一 2 的 非 对 角 型 单 形 o,f 来 
谤 都 是 正规 的 ， 

引 理 1 如果 (f, g) 是 有 限 单纯 复 形 到 到 Ry 的 一 对 正规 的 线性 嵌 人 ，, 则 在 Ly(K)》 
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的 拓扑 下 与 为 g 充分 接近 的 任 两 KK 到 R* 中 的 线性 嵌入 六 ,，g' 都 是 正规 的 

证 .这 直接 从 定义 得 出 . 

引 理 2， 设 玉 是 由 两 个 不 相遇 单 形 c 一 〈ao ap) 与 一 《80 20) 以 及 它们 的 面 
所 构成 的 复 形 。 设 1, g 是 KK 到 RW 中 的 两 个 线性 嵌入 而 NN 之 了 十 9 十 2, 如 末了 与 8 对 
十 单 形 偶 o 与 二 (5.…by) 已 是 正规 的 , 则 任意 接近 于 566) 有 点 2%， 使 定义 一 玉 到 RN 
中 的 线性 嵌入 为 了 (ai 二 a7) 了 067) 二 人 57)， 1 天 0, 而 1(260) 二 如 时 , 与 8 将 对 
《cy 7) 是 正规 的 . 

证 . 由 假设 gjlcl) 与 gr 以 及 大 jcl) 与 人 ilrl) 都 是 不 相遇 的 。 对 xte jc|， 
?6 lr|， 命 Lx,y 为 过 f(x) 而 平行 于 g(x)，g(y) 联 线 的 直线 ， 任 给 xc lol, ze 15|。 
1 之 上 > 全 0， 从 对 -or 为 所 有 使 Au 十 《1 一 的 KE 工 rn 的 一 切 点 x6 en 
这 里 y= p56 十 (1 一 J)z， 于 是 MM;,zw 也 是 一 切 点 w* 的 集合 ,这 些 点 x 使 有 c 外 

pa t+ (1 — pf(2) — f(x) = clgly) ~ gt)], 

或 


xz 一 一 [pgCb) + (1— pngets) 一 8 一 一 [C1 fz) — {x)]. 02) 


所 有 M ,的 并 和 集 易 见 是 一 维 数 pp 十 9 十 1 过 NN 的 点 集 ， 因 之 任意 接近 于 (56) 可 取 


”点 如 和 EM， 并 使 由 (a) 二 Ja), 了 (67) 二 了 1587), i 闫 09， 而 《60) 一 定义 的 K 到 RN 


中 的 线性 映 象 f 是 一 线性 侥 人 ， 如 果 了 六 , g 对 wz 是 不 正规 的 , 则 将 有 xeE lo|, ye |7z| 使 
六 xz) 一 f(x) 与 了 Cy) 的 联 线 平行 于 g(x) 与 g(y) 的 联 线 ， 或 即 f(y)e 工 ,,,, 由 假设 1, g 
因 之 了, g 都 是 对 ,点 正规 的 ， 故 应 有 y 天 |。 由 此 知 有 se 18| 与 x, 1 守 4 记 0, 使 
》 一 pb 十 《] 一 pz。 于 是 应 有 fC) 二 bo 十 (1 一 Wf(2)E Ls, 或 bE MinCM 
与 前 述 不 同 。， 故 了, g 对 o, 7 正规 ,如 所 欲 证 . 

引 理 3。 任意 接近 于 天 到 R*” 中 的 两 个 线性 嵌 人 f, g (在 Ly 《K) 的 拓扑 下 ) 有 一 对 
K 到 R* 中 的 正规 线性 嵌入 了， g', 且 各 与 1, g 线性 同 痕 . 

证 ， 设 已 给 se> 0. 命 6 0 是 这 样 的 数 ,使 对 任意 ,gE€ Lv(K) 只 须 5(4, 了) 一 
6, P(g, 8 ) 二 6， 则 有 了 ,gE Ln(K),， 且 了 , g' 各 线性 同 痕 于 f, g， 依 第 五 章 $ 1 命题 3 


的 证 明 ， 我 们 知道 8 = min (3 61 16 :) 即 是 这 样 的 一 个 数 ， 今 将 天 中 单 形 的 全 体 排 成 
一 次 序 

Do 飞 0 到 一 
其 中 低 维 的 单 形 排 在 高 维 单 形 之 前 , 此 外 任意 ， 命 K; 为 天 中 由 单 形 mr ,ai 之 7 


所 构成 的 子 复 形 ， 今 逐步 定义 天 到 R* 中 的 线性 晓 象 使 8Cfs 17) < min (二 5, 二 
而 f;， 8 对 区 正规 者 如 次 。 取 轧 一 户 对 此 有 与 对 Ks 一 (oo) 是 平凡 地 正视 的 。 假设 
hs i， "ss fi 已 经 定义 又 符合 所 要 求 的 条 件 ， 命 人 为 Oo; 的 任 一 顶点 ， 由 上 两 引 理 可 取 
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一 点 deRY 使 Po oD) 过 min (十 5, 二 8) 而 依 JoD) 一 fCo) 一 让 (oa 为 六 
的 K 的 顶点 ,定义 K 到 RY 中 的 线性 映 象 方 时 , fg 将 是 对 Ki 为 正规 的 。 依 此 进行 , 最 
后 即 得 一 观 象 f 一 f;» 使 f,g 对 K,, KK 正规 ， 而 plf, 三 ) < 2 EC， fi) ~ min (6, &). 


于 是 f 与 g' = g 荐 符合 引 理 中 所 要 求 的 条 件 . 

引 理 4.。 如果 jg 是 4 维 有 限 单纯 复 形 KK 到 R”™ 中 一 对 正规 的 线性 柑 入 , 则 1, g 的 
标准 可 允许 映 象 满足 条 件 (i) 一 (iv)， 

证 .满足 (D 是 显然 的 ， 

如 果 (iD 不 满足 ， 则 将 有 某 单 形 o 一 《Cao ……ox)E KK, 点 x 一 20iai,y 一 过 paie 1ol， 
这 里 x 关 y, oi8; 守 0, 也 a= 二 如 Bi 一 1, 以 及 菜 :>0 与 三 1, 使 F(x, 二 Fl(y,)， 
或 

上 oj 十 (1 一 分 :Dogle) = DR) + — DBigla). (3) 
在 {0,1,.…,} 中 命 了 为 使 a 写 8; 的 那些 指数 i 所 成 的 子 集 , 而 7 为 其 余 集 ， 则 x 关 y 


蕴含 T B,J 8, 1 一 > (wo 一 p>01 一 28 一 的 >0， 置 w = (a 一 
ET FEyJ 


Pi) /hs i€EI 时 ， Bi 一 《8 一 cj/1， 1€ J 时， 又 置 x 一 > orai, yy 一 Biai， 则 C3) 式 
jE 


tx) + (~ DgCx) = ty) + (1 — ely'), 

而 x)f0y 平行 于 gz gy)， 今 x,y' 各 在 由 i € 了 的 顶点 oi 以 及 由 7 & J 的 顶点 a 所 
张 成 的 单 形 内 ,而 二 者 构 成 一 非 对 角 型 的 一 对 单 形 ,其 维 数 之 和 委 ” 一 1， 因 这 与 (jf, g) 
的 正规 性 相 违 , 故 (ii) 也 满足 . 

如 果 Gi 不 能 满足 ， 则 在 玉 中 将 有 一 对 非 对 角 型 的 ” 维 单 形 c 与 9 维 单 形 z， 这 里 
PP 十 9 忆 27 一 1 以 及 点 x€lol, y€ lr|, 与 1:€ 71, 使 F(x,1) 一 Fly, 站 或 if(?) 十 
(1 一 g(x) = tf(y) + (1 一 四 gly)， 于 是 线段 用 x)fCy) 与 g(x)g(y) 将 互相 平行 , 仍 与 
,8 的 正规 性 相 违 . 

如 果 (iv) 不 满足 ， 则 在 K 中 将 有 一 对 有 公共 顶点 的 单 形 o, 7, 这 里 |ol 站 |r| = 
1 关 分 ;以 及 点 xc jc| 一 [#1,y€ zl 一 18, 与 i€E 7 了 ,使 F(x,) 一 Fl(y, 人 从 0 为 
5 的 任 一 顶点 ， 而 cr 为 cr 与 o 相 对 的 面 . 命 直 线 oz 与 oy 各 交 |c| 与 | 于 
x'，y。 假设 例如 oy : oy 守 ox : ox', 而 x” 为 ox 上 使 ox : ox” 二 0y : oy 的 点 , 则 线段 
大 sf) 与 人 x )f(y” ) 将 互相 平行 , 而 线段 gCx)gty) 与 g(x )g(y) 也 互相 平行 ， 从 
F(x, t) 一 Fly, 1) 将 得 出 线段 f(x)f(y) 与 gCx)gly) 也 相 平 行 , 于 是 o, r 将 是 一 对 单 
形 , 其 维 数 之 和 为 dima 十 dmzr 二 dmo 十 dmrt, 而 含有 点 *€1lrl, ye€ lr 使 
fx )fCy") 与 g(x ) g(y ) 平行 , 依 此 进行 可 得 一 对 非 对 角 型 单 形 与 kiii) 相 违 ,这 又 证 明 
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了 (iv)， 

从 引 理 1 一 4 即 得 下 面 的 命题 ,而 这 完成 了 主要 定理 证 明 的 第 一 步 : 

命题 。 任意 接近 于 任 两 ” 维 有 限 单纯 复 形 玉 到 R”t! 中 线性 杠 入 f,g 都 有 KK 到 R?" 
的 正规 线性 嵌 人 了 g', 使 六 g 间 的 标准 可 允许 映 象 忆 满 足 (与 六 g 相应 的 ) 条 件 (一 
Giv). 

对 任意 K X 了 到 R2f2 中 满足 GD 一 (iv) 的 可 允许 映 象 ,在 KK* 中 有 一 有 确定 意义 
的 24 维 上 链 65 使 

G(r XT) = (bo, Pir), (4) 
其 中 oc x Tt 是 站 * 的 任 一 24 维 胞 腔 , 而 各, 所 是 奇异 下 链 FSdg(o X 1) 与 FSds(t X 
站, 由 第 五 章 $57 命题 2, 在 Cn(|K|) 的 拓扑 下 任意 接近 于 F 可 作 f, g 的 精致 线性 连结 
映 象 F'。 在 F' 充分 怪 近 于 F 时 ,对 多 的 任意 24 维 胞 腔 o xzr 将 有 他 (六 包 r) 一 
ZB(Po, 反 ), 因而 6 = 6 是 名 gC(K)& BC 全力 中 的 一 个 同 痕 上 闭 链 ,这 里 * 一 1 十, 
: 一 tx， 于 是 对 主要 定理 证 朋 的 第 二 步 将 由 下 面 的 引 理 5 与 6 完成 之 , 

引 理 5。 设 c 是 R= R*h x (4) 中 的 C* 简 单 浙 ， 参 数 ; 从 0 到 1， 命 $7 
0 和 <: 万 1 是 Ri 中 的 一 C” 族 4 一 1 维 球 ,以 cls) 为 中 心 ,半径 sls) > 0 线性 依赖 于 
s， 8(0) 二 8 (1), 而 S77! 的 线性 子 空间 与 < 在 cs) 处 重 直 . 设 务 , G4 6 R2t 有 寻 二 
寻 之 1 这 里 二 二 zx( 记 ), 嫩 一 zx( 针 ), 而 线段 Bc (0) 与 Gc (1) 各 与 S87!, S577! 的 线性 
子 空间 垂直 ， 且 各 c(0) 与 和 ce(1) 的 长 各 等 于 s(0) 与 a(1), 于 是 有 一 从 天 到 如 的 C” 
弧 , 其 参数 :线性 依赖 于 xc4Cs), 而 cr)e(9) 与 3 的 线性 子 空间 垂直 , 且 其 长 为 e(s)， 
在 ss) 充分 小 时 ,这 一 弧 cs* 并 将 是 一 C” 简单 弧 ， 

证 。 命 571! 为 以 cls) 为 中 心 , els) 为 半径 ， 而 其 线性 子 空间 与 5 垂直 的 > 十 1 
维 球 . 命 i(s) 为 了 的 线性 函数 ， 使 区 0) 二 二 ,1) == 让， 而 27 为 R81 与 $++! 相交 所 
得 的 # 维 球 , 有 时 亦 可 缩 成 一 点 。 记 马 ? 的 中 心 (或 在 乙 7 缩 成 一 点 时 即 该 点 ) 为 oCs), 并 
命 ?为 与 可 ? 同心 而 以 1 为 半径 的 = 维 球 , 在 于? 缩 为 一 点 时 , 则 即 以 该 点 为 中 心 ,其 
面 与 Sr+! 相 切 而 半径 = 1 的 =” 维 球 。 于 是 所 有 点 (*，z), 这 里 0 万: 过 1, x€ 之 ?所 成 
的 点 集 将 是 < 上 的 一 个 C” 球 从 ， 其 投影 为 (;, x) 一 “(G)。 熟知 这 样 的 从 必 有 一 C” 截 
面 z(s), 0 志 : 志 1， 这 里 a(0)，5(1) 在 立 ! 与 之 ! 可 以 是 任意 的 ， 例 如 可 取 为 过 全 与 
4; 的 半径 上 的 点 .过 zs) 的 之 ?的 半径 将 遇 可 ?于 一 点 cxCs), 于 是 这 一 弧 c4 即 符合 
引 理 中 的 要 求 . 

引 理 6， 设 刀 g 是 维 有 限 单纯 复 形 K 到 R”*t! 中 的 一 对 线性 嵌入 ,而 是 |K| x 7 
到 R**? 的 一 个 可 允许 映 象 满足 条 件 人 一 (iv)。 设 cz 是 中 任 一 对 非 对 角 型 单 形 , 而 
dimo 一 mdimzr 一 ?一 1 又 设 芝 为 至 * 中 的 = 维 上 链 , 由 #Zo xz 一 一 5r Xe) 一 
+1.XGEXI 人 站 一 05Xxy 非 rcxXzr 或 7Xc 的 2 一 1 维 胞 腔 时 所 定义 , 则 可 改变 可 人 允 
许 上 映 象 为 一 可 允许 映 象 使 中 一 Civ) 仍 满足 ,此 外 并 有 

Gr 二 6 + 46X， (5) 
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这 里 4 一 土 1 是 预先 给 定 的 数 ， 

证 , 试 选取 o 的 内 点 p,7 的 内 点 9; 忆 及 与 0 二 上 <<1, 使 各 一 Fl(p, 1), = 二 F(g,i) 
都 非 卫 的 二 重点 . 由 $ 2 命题 3, 不 妒 假定 F 在 多 附近 是 线性 的 , 而 无 损 于 一 般 狂 ， 命 了 
为 一 # 维 球 ,中 心 为 $, 半径 8 > 0 充分 小 ,位 于 FCicl x 六 中 ,而 其 最 高 点 即 5* 中 坐 
标 最 大 的 点 为 信 一 FFCp 14), 这 里 二 之 1。， 由 5 所 围 成 的 实心 球体 将 记 为 8" CC 
Fllol x 1D). 

命 P"? 为 一 过 4 的 4 十 2 维 线性 子 空间 , 与 F(|r| x 9) 垂直 , 与 F(t| XxX 站 在 
& 处 横 截 ， 而 与 Re 交 于 一 十 1 维 线性 子 空间 Pri。 命 瑟 2 为 一 Po 中 充分 小 的 
2 十 1 维 半 球面 , 含 5 于 其 内 部 , 其 底部 为 以 $” 为 边界 的 一 2 十 1 维 胞 腔 ,$"” 的 中 心 为 
@ 在 P"n 中 ， 半 径 为 8 > 0, 而 与 PY 交 于 一 一 1 维 球 5"!, 8 ”的 最 高 点 设 为 2 一 
(q+, 如 )， 我 们 将 取 昌 "与 6' >> 0 充分 小 ,使 六 二 妇 且 5” 与 F(IK| x 站 不 相 过 ,我 
们 可 用 一 C” 简单 激 ¢ 连结 与 站 , 这 里 < 位 于 RP? 中 ，c(0) 一 多 ，c(1) 一 下 与 
3 一人 站 Re 的 线性 子 空间 垂直 , 且 c 与 F(IK 一 Sir| X 站 只 遇 于 %, 又 与 以 H+ 
围 成 的 实心 半球 体 只 遇 于 站。 Ss” 的 任 一 定向 将 自然 地 引出 局， Ht 与 P"" 的 定向 
使 BUG 一 "1) 二 一 S*、 我们 将 定向 S”! 使 

SPH, Fr) = 4. 
由 $3 的 管 形 作法 ,可 在 Rt 中 作 一 C" 族 *# 维 实心 球体 如， 由 Rt 中 的 x 一 1 维 
球 Si™! 所 围 成 , 0 :和 1， 中 心 为 cls), 半径 ab) > 0， 使 8 一 SS 和 二 5” 
£(0) 一 8,E(1) 一 8',e(s) 线 性 依赖 于 s, 且 在 s, se > 0 取 充 分 小 时 ,Te 一 3 E? 将 为 
一 以 < 为 轴 的 微 拓 管 ,在 适当 定向 下 , 有 8687 一 E? 一 E? 一 3, 这 里 5 为 由 Sr"! 的 并 集 
适当 定向 后 的 奇异 下 链 ，E3 的 定向 使 能 引出 Bo 定向 与 所 给 F(o Xx 1) 上 的 定向 相合 . 

在 R” “中 依 引 理 5 可 作 一 C” 简 单 弧 cj 连结 各 与 各 使 oC(0) 一 他 ,cr 二 本 ， 
c+(9) 的 :坐标 线性 依赖 于 s, 且 c(9c+09] 与 57! 的 线性 子 空间 垂直 而 其 长 = els). 命 
8 为 以 c(9) 为 中 心 ，eCs) 为 半径 经 过 ci(s) 并 与 Ri 交 于 Sr 的 4 维 球 置 V "二 
之 9%:。 我 们 将 取 > e >> 0 充分 小 , 使 所 有 由 57，0 万 :二 1 围 成 的 2 十 1 维 实心 球体 
的 并 集成 为 一 以 < 为 轴 的 拓扑 实心 管 形 ， 且 Vt 与 FCIK| x 了) 只 过于 5*。 因 之 ,我 们 
可 定义 一 | 天 | x I 到 R2 中 的 可 允许 映 象 F, 使 Fi 三 F/[|K| XT 一 FTCEIDD/ 
《jc| x D], 而 PE 一 对 每 一 一 二 与 兰 共 的 *, 依 显然 的 方式 把 Bo"+ 中 与 Sy 同心 , 最 
高 点 在 Re" 中 的 球 映 为 多， 一 (二 一 5)/(#4 一 看), 又 把 相当 于 s 一 睛 的 这 个 球 的 内 
部 映 为 HR"?! 一 E"t。 于 是 作为 点 集 有 FICE*) 一 To 十 Co 一 Bt。 而 民 满 足 
所 有 条 件 (一 (iv), 只 是 在 5 与 $* 处 FF, 不 必 为 正则 映 象 而 已 . 

由 $3 中 的 磨 角 法 可 在 6.,4.《|K|) 的 拓扑 下 任意 至 近 Fi 为 一 可 允许 映 象 F',， 使 
(i) 一 (iv) 都 能 满足 而 不 再 有 例外 。， 只 须 F' 与 fF 充分 接近 即 对 任 一 fx 中 的 2x 维 胞 
腔 x 都 有 

br 人 xX 人 7) 一 SFE, F'n) 一 SBE, Fin). 
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由 此 得 
GE XP)— GE Xn) = BBE, Fn) — SPE, Pr). 

应 用 与 $4 引 理 中 同样 的 计算 即 可 得 (5) 式 , 如 所 和 欲 证 . 

定理 证 明 的 最 后 一 步 将 应 用 推广 Whitney 作法 以 完成 之 如 下 ， 

定理 1 的 证 明 ， 由 上 面 的 命题 1 以 及 第 五 章 $7 定理 1, 可 取 玉 到 Rz+! 中 的 一 对 正 
规 的 线性 嵌入 了, g', 使 其 相应 的 标准 可 允许 映 象 F' 满足 条 件 @) 一 Giv) (对 了, g' 而 言 )， 
而 了 , g' 各 线性 同 痕 于 1, g。 由 第 五 章 $7 定理 3, 4 可 从 (1) 式 得 

6 ,CK) = 0， (1") 

因 之 名 ~ 0 或 所 一 沈 ， 这 里 元 是 某 一 侠 中 的 22 一 1 维 * 上 链 ， 逐 次 应 用 引 理 6 于 
是 可 得 一 K X 工 到 R”** 中 的 可 允许 映 象 ,满足 对 于 了 ,g' 的 条 件 (iD) 一 (iv), 而 有 全， 一 0， 
亦 即 (v)。 由 $2 的 命题 6,，7， 我们 可 易 F” 为 一 可 允许 映 象 F“， 除 满足 对 jg 的 条 
件 GD 一 (iv) 外 ,并 满足 以 下 诸 条 件 : 

(vi) F” 无 三 重点 , 即 在 | 天 | x 1 中 不 能 有 三 个 互 不 相同 的 点 ,$$ 使 F”(5) 一 
FF) = FS). 

(vi) F” 只 有 有 限 多 个 二 重点 F(x 1) 二 F”(yjs tb) 一 到 这 里 办 Elntlo|， 
yi€ Int|zi|, ti€ Int 7 0;, Ti 是 非 对 角 型 的 4 维 单 形 , 而 在 每 一 点 处 F”|oi| 与 Fz,| 的 
切 空间 只 交 于 该 点 和 

(vii) FE 充分 接近 于 F” 致 对 任 一 对 非 对 角 型 的 = 维 单 形 o,t 有 9( 久 "0, 饭 "zr) 一 
Zp rT) 一 $B (Fro, Er), 因 之 而 有 

Gr = 6r' = 0, 

今 对 天 的 任 一 对 非 对 角 型 = 维 单 形 o,r 有 %( 镶 "gq,， 饭 ”r) = 0, 因 之 F”(lo| x 站 
与 FIr| x 了) 只 能 交 于 偶数 个 点 , 设 为 绰 一 Fx, 寺 ) 一 下 (地 村) 与 扩 二 
FM (条 ， 厅 ) 一 F” (Cy7, 地), 这 里 地 € Intlo|, y#€ Int|z|, z€ Int17, 而 名" 与 久 "z 在 每 
一 对 与 条 的 交 截 数 各 为 + 1 与 一 1， 

依据 $ 2 中 的 推广 Whitney 作法 ， 于 是 可 易 F” 为 一 |K| x 了 到 R*? 中 的 可 允许 
映 象 Fi"， 使 在 每 一 玉 的 = 维 单 形 c 上 是 一 微 拓 上 映 象 ， 而 在 天 的 非 对 角 型 单 形 偶 的 象 集 
上 不 出 现 二 重点 , 依据 $ 3 中 的 推广 Cairns 作法 与 推广 Van Kampen 作法 , 于 是 可 盐 近 
Pt 为 一 玉 X 了 工 到 R*”* 中 的 半 线 性 映 象 ， 而 这 给 出 了 , g' 间 的 一 个 线性 同 痕 ， 由 于 
1, 8 各 与 了,g' 线性 同 痕 , 故 1, g 也 线性 同 痕 而 定理 至 此 完全 证 明 . 
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第 七 章 
流 形 在 欧 氏 空间 中 的 嵌入 、 浸 入 与 同 痕 


$ 1 组 合流 形 中 的 周期 变换 


设 A” 是 由 一 4 维 单 形 与 它 的 面 所 构成 的 复 形 ， 一 个 单纯 复 形 称 为 一 x 维 组 合 胞 腔 ， 
如 条 它 与 A" 组 合 等 价 , 即 如 果 它 有 一 单纯 剖 分 与 A" 的 一 个 单纯 剖 分 同 构 ， 一 个 单纯 复 
形 k 称 为 一 维 组 合流 形 ,如 果 对 KK 的 每 一 顶点 a, 复 形 Cl1Si(a) 是 一 4 维 组 合 胞 腔 。 这 
时 天 的 空间 | 入 | 是 一 拓扑 流 形 , 而 到 将 称 为 闭 的 , 连通 的 , 可 定向 的 ,或 已 定向 的 , 视 | 天 | 
是 否 如 此 而 定 . 

设 关 是 一 已 定向 的 闭关 维 组 合流 形 ， 它 的 4 维 单 形 的 全 体 是 部，z#89， 对 天 的 
给 定向 而 言 ,有 一 KK 的 “对 偶 复 形 ”, 候 ' 其 中 与 部 对 偶 的 胞 腔 将 记 为 加”, 于 是 从， 并 
的 下 边缘 关系 可 写作 以 下 形状 (4% 二 土 1) 


~4 > a ~9—l 


了 


二 局 


(1) 
OF! 一 (一 174 。 >， a er, 


对 任意 尺 中 下 链 一 3) gi58ECs (人 六，G) 定义 必 中 上 链 多 $8 € Cm ( 几 ，C) 为 
钨 我 外 -9) 一 gi, 则 多 为 一 同 构 
DB: CKR, 6G) ~ Cmr(K’, 0). 
由 (1) 式 得 
DBE = (—1). BOF, je€C(K, G6). (2) 
故乡 引出 一 同 构 
D: HKR, 6G) ~ H" a(K’, 6G). (3) 
今 设 关 中 依 第 二 章 $1 定义 1 有 一 变换 群 TY， 置 69 一 68(w， 这 里 :+ ET， 又 定义 
2 一 2209, 于是: 变 为 中 的 一 个 一 对 一 的 胞 腔 对 应 。 从 (1) 式 可 得 


~4 内 xd > ， a ~d—l 
Oi 一 OF 一 az (7), OA) ? 
了 


“4 qx~d qq 9—l 9 ~q—1 
t#007 = tt 2 a Gs 一 > aijt#0; 一 AijO2)) 
i i 


因 了 是 天 的 变换 群 , 故 * 是 六 的 一 对 一 胞 腔 映 象 ,而 有 01#5? = tn689 ， 由 此 即 得 a 一 
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qi。 同样 从 (1) 式 得 


~m—dtl ~m—aTl 好 全 部 一 
Ofatr st 一 DF7 一 《一 1)? > al ig, 
i 


1#0F9 7 = (—1) in" Dy adir™ = (—1). 2, apt’. 


从 so 一 agospn 即 得 9 多 人 一生 9 和 故 上 是 天 的 一 对 一 胞 腔 映 象 ， 而 了 由 此 可 
见 是 六 中 的 一 个 变换 群 。 再 者， 在 ( 改 , 7) 是 在 第 二 章 $ 1 定义 1 意义 下 的 简单 组 时 ， 
(及 ,7T) 显然 也 是 一 简单 组 . 
我 们 将 称 〈 依 , 了) 与 ( 蕊 ，7) 为 对 偶 组 . 
今 试卷 虑 T s 1,, 并 有 一 指定 的 母 元 素 上 的 情形 ， 并 设 (KR, 六 或 ( 民 , 1?) 是 第 二 章 
§ 1 定义 1 意义 下 的 强 简单 组 ,我 们 并 假设 : 是 保持 定向 的 ,于 是 K = R/T 与 天 ' = R/T 
也 是 一 可 定向 * 维 闭 组 合流 形 的 对 侦 剖 分 ， 再 者 尺 的 已 给 定向 将 引出 下 的 一 个 定向 ,使 
投影 x = r( 尽 , 疏 是 保持 定向 的 ,对 这 一 天 的 定向 而 言 如 前 可 定义 对 侦 同 构 
DB: CAK, GG) Cm TCR ，G)， 
D: H(K, G) ~ H""(K', G). 
详 言 之 , 设 {69} ,4€ 94 是 ( 久 , 2) 的 一 个 基本 域 , 则 {2?Y-?}, 4€ 9 也 是 (KR', ?) 的 一 个 基 
本 域 。 设 6g) 一 of EK，x( 久 9) = TYE K'， 这 里 x 一 Proj.《 认 ',), 则 KK 与 K' 中 
的 下 边缘 运算 由 下 式 给 出 : 


p—1 


090 =— DD oi) oi 
及 一 0 
(4) 
t—1 
Brz-?+l ~— (—1)?. >) (> ei ) Th, 
1 Ais=0 


对 任意 下 链 x€ gr0? € Cr(K, 0), Bx C" A(K',G) 将 由 妇 x(TY79) 一 2 给 出 
人 


容易 验证 以 下 诸 关系 : 
zB = Drg: CalKR, 6)—> Ce(K'，G)， 
(DB 一 Big: CR, CG)—> Coa’, G0), (5) 
ii = 于 :CR,G) 一 CR',G), 
这 里 
1 ， 一 偶数 时 ， 
1 二 +: 十 十 加 一 奇数 时 ， (6) 


A (1)*. zt. modp, 


和 
Sk = 


我 们 有 
命题 1。 如 前 设 久 , 必 是 一 定向 闭 组 合流 形 的 对 侦 剖 分 , 而 (KK, ?) 是 一 强 简 单 组 ， 
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以 《KR', 四 为 其 对 侦 组 , 设 po 一 AR 站 与 Al 一 研 (R， 切 是 它们 相应 的 Smith 同 态 ， 
则 有 


DuaX 一 《一 1)K9t+D . we DX, XE HKR, 1,). (7) 
证 ， 依 第 二 章 4 3 取 一 x &€ X 的 分 解 (24) 致 有 
Xo = Xx， Ox 一 5 十] 排 芝 4 二 1 9 4>& 之 0. (8) 


从 (5),(6) 与 (8) 可 得 : 
2 DH 一 Drrgis = Dr € DX, 
BCs#,， DE) 二 5 和 #.. 4 扩 各 一 (一 1 .si 人 #.. DO 
= (1) *. st.. i 
一 《一 1)* 于 GG 全 
2 BE) = tt BE tt , ry. 
由 定义 root 和 E AAAX， 面 uwDX 含有 上 闭 链 (一 1) ?9D (gD ps 
起 纺 m) 一 《一 1)19 . 多 x 这 证 明了 命题 . 
在 二 1 或 p = 2 的 情形 ,对 于 不 必 可 定 问 的 组 合流 形 ,只 须 把 系数 群 限制 在 模 ?2 约 
化 时 ,上 面 的 推理 即 仍然 可 用 。 此 时 在 
命题 2， 设 及 与 及 ' 是 一 闭 组 合流 形 的 对 偶 剖 分 ，( 开 , 习 是 一 强 简单 组 , (KR',t) 是 它 
的 对 偶 组 ,而 疡 = 1. 记 天 一 状 /* 中 的 对 偶 同 构 为 D, 而 在 系数 群 上 的 Smith 同 态 为 
pKR,kR ， 则 有 
DX 二 ue DX, XE HAK, 1,). 


$2. 组 合流 形 的 一 些 充 分 性 定理 


定理 1。 设 K 是 一 7 维 有 限 连通 组 合流 形 , 则 
Hin(R?, tx; G) = 0. (1) 
证 . 任 一 (kK, tx) 在 系数 群 G 上 的 。 上 闭 链 可 写作 
多 二 2 guo*{os x 0;}, Bij €G, 
这 里 可 展开 在 KR# 的 所 有 22 维 胞 腔 o; x o 上 , 而 {0; X 0} 为 在 0; x o; 上 取 值 1 在 其 
余 和 的 22 维 胞 腔 上 取 值 0 的 初等 上 链 . 试 考虑 任 一 这 样 的 上 链 zj 一 {0; X oy}， 因 K 
是 连通 的 故 有 一 序列 4 维 单 形 5 二 ri 名 有 使 每 一 对 56;, éir4 有 一 n 一 1 维 单 形 
ti 为 一 公共 面 ,每 一 而," ,$1 都 与 0 构成 一 对 非 对 角 型 单 形 ,而 5, 与 0 有 公共 顶点 、 
将 ,Ti; 适当 定向 后 , 可 假定 在 K 中 有 
5fr 一 人 人 一人， 一 1 7 一 1 
因 5, X ci 不 在 天 中 , 故 在 Kz 中 有 
zi 一 ec;;, 
这 里 cr X 0) 二 1, 不 二 1,2,…, 7 一 1, 而 对 R# 中 其 他 2 一 1 维 胞 腔 有 cj(7) = 
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0， 于 是 在 RR 中 有 
z 一 6 gD ci ~ 0 ， 
这 征明 了 (1) 式 ， 
附注 1， 从 证 明 可 知 着 易 天 为 任 一 7 维 有 限 单 纯 复 形 K， 其 中 每 一 w 一 1 维 单 形 为 
至 多 两 个 > 维 单 形 的 面 , 且 仅 两 ” 维 单 形 可 连 以 一 # 维 单 形 的 序列 ,其 中 每 两 相继 单 形 都 
有 一 2 一 1 维 单 形 为 公共 面 , 例如 在 Alexandroff-Hopf [1] 第 五 章 § 1 所谓 不 可 约 4 维 闭 
复 形 时 ,定理 仍然 真确 ， 
与 定理 1 的 证 明 同 样 而 只 须 稍 作 修 改 即 可 得 下 面 更 一 般 的 
定理 于 设 K 是 一 w 维 有 限 连 前 组 合 复 形 , 则 对 任意 质数 ?都 有 
HESCRE, tr; G) = 0, 《17) 
附注 2， 定 理 1 与 1 也 容易 从 简单 组 ( 娩 ,zk) 的 Smith-Richardson 正 合 序列 推出 . 
定理 2， 设 玉 是 一 * 维 有 限 组 合流 形 , 则 对 定名-!(K) EE His (RK, zx) 有 
VCK) = 0. (2) 
证 ， 依 第 一 章 , 民有 一 标准 剖 分 ， 它 含有 22 一 1 维 胞 腔 作 形 状 [a, o; x ao;] 中 或 
[a, a0; X o;] 中 ,其 中 0;, o; 成 一 对 KK 中 非 对 角形 的 wn 一 1 维 单 形 ， 而 每 一 o;，o; 都 与 顶 
点 4 张 成 胡 的 一 个 4 维 单 形 ao;，ao;， 由 第 三 章 $ 2 定理 2， 名 ?-'(K) 中 含有 下 述 形状 
的 :上 闭 链 : 


2 一 Dgrdt{a,or X aot 
+ Dgidi{a, ao: X ol, gis gy EK, 
其 中 {a, oi x acijo 为 在 [ea，oi Xx ao 上 取 值 1, 而 在 其 余 22 一 1 维 胞 腔 上 取 值 0 的 
初等 上 链 ，{a, ao X oj 也 同样 , 而 忆 展开 在 所 有 这 种 可 能 的 2” 一 1 维 初等 上 链 上 ， 
今 试 考虑 任 一 这 样 的 初等 上 链 例如 zi; 二 {a, oi X ao;}， 命 Ks 为 K 中 由 以 a 为 顶点 的 
所 有 单 形 以 及 它们 的 面 所 构成 的 子 复 形 , 而 B。 为 Ks 中 所 有 不 以 a 为 顶点 的 单 形 所 构成 
的 子 复 形 , 因 B, 为 一 # 一 1 维 组 合 球 , 故 在 3。 中 有 一 序列 一 1 维 单 形 & = 0 5，………， 
5 使 任 一 对 8&1, $it1 有 一 2 一 2 维 单 形 7; 为 其 公共 面 , 每 一 5,… ,8 与 0 成 一 对 非 
对 角 型 胞 腔 , 而 §, 与 of 有 公共 顶点 ， 将 5 与 7 适当 定向 可 假设 在 B。 中 有 
6{T} = {Ei — {binls i= 1, ,r+— 1. 


于 是 在 op 中 有 
6layrr X aojjm = (5 X ao 一 ta Xeaolm， ii 一 1 yy 一 2， 
而 
BH{aTr X ag} 一 {a,é, 1 X ao}o), 
若 首 


r—1 
四 
0 
ci 一 >， {a,T; X ao}®™, 
i=1 


"1l89. 


则 在 玉 2 中 有 6c5 一 下。 同样 对 对 一 {ey aai X 0;} 有 某 一 4 使 z5 一 6c。 由 此 得 
在 六 ?中 有 
z = 6d#( BP gc + Dgici) ~0. 

这 证 明了 (2) 式 ， 

定理 3。 任意 ” 维 的 有 限 组 合流 形 玉 必 可 半 线 性 实现 于 KR” 中， 

证 . 设 天 是 连通 的 ， 则 由 定理 1 有 久 "(K) 天 0， 因 之 在 > 之 2 时 由 第 六 章 $4 定 
理 1 知 kK 必 可 半 线 性 实现 于 R* 中 ,对 于 非 连通 的 玉 ， 因 为 每 一 连通 分 支 可 在 R” 中 半 线 
性 实现 , 故 天 亦 然 . 在 w= 1 或 ”一 2 的 情形 , 因为 KK 的 拓扑 分 类 已 很 清楚 故 可 直接 得 
知 能 半 线 性 实现 于 R” 中 ， 

附注 3， 由 附注 1 可 知 本 定理 对 该 附注 中 所 提 到 的 那 种 右 限 * 维 单纯 复 形 也 仍然 成 
立 . 这 个 较 一 般 的 定理 是 Van Kampen 所 建立 的 《Van Kampen [53]), 但 他 的 第 一 次 的 
证 明 ， 其 思路 即 如 本 书 第 六 章 $ 4 所 示 ， 有 一 严重 的 缺陷 ， 但 Van Kampen 后 来 的 证 明 
《[54]), 则 已 不 依赖 于 这 一 一 般 定理 . 

定理 4 ， 任 一 维 数 ”> 3 的 有 限 组 合流 形 k 必 可 半 线 性 漫 入 于 RY! 中 . 

证 ， 由 定理 2 得 名 "(CK) 一 0。 故 由 第 六 章 $5 定理 1 在 > 之 3 时 天 可 半 线 性 温 
人 于 R2 中 ， 

定理 5. 一 个 维 数 > 1 的 有 限 组 合流 形 K 到 R**! 中 的 任 两 线性 实现 1,g 必 线性 
同 痕 . 

证 ， 因 多 %(K)e His( 民 ,zx), 故 由 第 六 章 $ 6 定 还 1 与 上 面 的 定理 1 即 得 本 定理 . 

附注 4. 本 节 诸 定理 可 追 潮 到 Van Kampen 远 在 1932 年 的 工作 《Van Kampen [531)， 
他 首先 证 明了 附注 3 中 的 定理 ， Van Kampen 所 考虑 的 是 组 合流 形 ( 以 及 复 形 ) 的 线性 实 
现 , 而 Whitney 则 从 1936 年 以 来 发 展 了 考虑 微分 流 形 的 微分 柑 入 、 微分 漫 入 以 及 微分 同 
痕 的 间 题 (Whitney [551)。 委 开 与 示 性 类 有 关 的 定理 不 论 , 他 的 主要 结果 可 综述 如 下 . 

I， 任 一 维 微 分 流 形 必 可 微分 代入 于 R” (Whitney [571). 

II， 任 一 # 维 微分 流 形 (x 之 2) 必 可 微分 滥 人 于 RY?! (Whimey [58])。 

II 任 一 2 维 微 分 流 形 到 R”™ 中 的 任 两 微分 柑 入 必 微 分 同 痕 (Whitney [55])， 

上 上 面 的 定理 1 与 代 在 Whitney 1936 年 的 论文 [55] 中 , 早已 有 其 前 身 ， 即 ， 

IT. 任 一 维 微 分 流 形 必 可 微分 罕 人 于 Rzf 中 。 

I ， 任 一 z# 维 微分 流 形 必 可 微分 漫 入 于 R” 中 ， 

一 个 对 HI' 的 相应 的 改进 , 则 直至 1958 年 时 始 由 作者 本 人 给 出 , 即 : 

IHI. 一 个 维 数 二 1 的 微分 流 形 在 R”*"! 中 的 任 两 微分 举人 入 都 是 微分 同 痕 的 ( 吴 文俊 
168]). 

本 市 中 的 定理 3 一 5 可 视 为 这 些 定理 I 一 I 的 组 合 的 类 似 结 果 ， 
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$3， 组 合流 形 的 伐 入 问题 


在 以 下 若非 另 有 声明 计 将 指 一 维 数 为 4 闫 1 的 闵 可 剂 分流 形 ， 即 一 闭 组 合流 形 的 空 
则 ， 在 ?是 一 质数 时 , 向 , 与 M, 中 的 对 角形 将 各 记 为 和 与 A, 而 自然 映 象 A CM,,AC 
入 ,, 向, -> M, 与 人 ~> A 将 各 记 为 i, ?7, zx 与 za， 由 第 四 童 , $2 定理 4, 于 是 有 

HCM,, A; 1,) = KT + Doped* HA, 1,), (1) 
其 中 
Tr = Tin(H,, 1,) CHM,, 1,) (2) 
系 对 XM, 1,) 中 一 选 定 的 基 象 第 四 章 $ 2 中 那样 定义 ,而 2 展开 于 下 面 9 的 区 间 上 : 
8 之 7 之 9 十 1， 
ERI: | 


(3) 
或 妈 + 一 1 守 g 宇 [Cr+p 一 1)/p1l. 


的 ,因而 凡 训 > 2 时 M8 总 是 可 定向 的 ,于 是 不 论 p 一 2 或 p> 2 和 恒 有 : 


再 ?CU 人 1,) ~ 1,, (4) 
其 中 互 指 紧 奇 异 上 同调 群 ,而 Poincart-Alexander 对 偶 定 理 将 给 出 由 上 积 确定 的 对 偶 配 对 
HCM¥$, 15)U He" tCME, 1 CH "MY, 1,) ~ 1,, (5) 
如 果 考 虑 到 标准 同 构 

HCM#, 1,) ~ HM,, A; 1,), (6) 

则 (57) 式 亦 基 下面 的 对 偶 配 对 
HAM#, 1,) UH?"™*(M,, A; 1,) CECH?"(M,, A; TD ~ 1,. (5’) 

对 于 M 的 约 化 1, 指数 依 第 三 章 $1 定理 1, 4 以 及 本 章 的 $1 定理 1 有 

(p— ln BAM) pn, (7) 


指数 CM) 的 精确 确定 将 应 用 M 中 的 Smith 运算 以 完成 之 ,犹如 以 下 诸 定 理 所 示 
定理 i。 若 p = 二 2, 则 


CM") 筷 m 或 即 12@2(CM*) 二 0 (8) 

的 充 机 条 件 是 
全 m 一 4 时 有 《9 ) 
Spb tM",12) 一 0， (9) 


证 。 由 对 侦 配 对 (5 可 见 (8) 等 价 于 
riDr(M) U Hm Ms, A; 1;)=0 
或 
Ka， A; 1,) 一 0， 
由 《1) ,这 又 等 价 于 
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[RAT 一 0 与 
(10) 


bai0 "HICA,T) — 0,49€ Rmi249 之 2x 一 mm 之 gg 十 1, 
因由 第 四 章 $1 命题 位 有 kK* 一 pt_6*x- 内 及 2 说 Tig) 二 HA, 了)， 故 (10) 式 又 
等 价 于 


nad* HA A, 1) = 0， (11) 
在 4 € Rami:29 实 2H 一 加 宇 gq 时 (11’) 
由 第 四 章 $ 3 命题 3,(11) 与 (11)' 又 等 价 于 
Sm*t HM,1,) = 0, C12) 
在 2 有 Rh 十 9g 守 24 一 g 宗 十 1 与 29 之 24 一 m 之 gq 时, (12') 


从 (12)' 可 得 十 9 之 mn. 因 (12) 在 和 十 9 之 wn 二 dim M 时 是 平凡 地 成 并 的 , 故 上 述 条 件 
《12) 与 (127 也 可 写作 (9) ,其 中 & 在 下 述 区 间 中 
mm 一 4 与 所 m/2. 《9 ) 
因 r202CM) 二 0 蕴含 了 对 所 有 ?7 盖 姓 时 05XMD) 一 0 故 可 见 (9) 与 (49)”, 因 之 也 是 (8)， 
都 与 (9) 及 (9) "等 价 ， 这 证 明了 定理 
推论 。 如 果 (9) 对 区 间 (9) "中 的 《成 立 , 则 (9) 也 对 区 间 (9) "中 的 和 成 立 ， 
命题 1。 假设 M 可 定向 而 p 之 2. 如果 mw 是 奇数 , 则 


rpFPCM) 一 0 或 即 88CMD 魏 和 (13) 

的 充 要 条 件 是 
St MGM， 1) 一 0, 当 & 在 下 述 区 间 中 时 : (14) 
2k(p—1)>m+1 Co (yp 1)n. (15m) 


证 ,与 定理 1 的 证 明 同 样 ,《13) 等 价 于 
r ,PPCMIU He mM,, A; 1,) 一 0 


或 
rs Hr" mC M,, 人 A; 1,) 一 0， 
或 
utK*TE?™ 一 0， 
| (16) 
Lme0 HAA, 1,) 一 0,4 € Ros—m, 
今 由 第 四 章 $ 1 命题 4 有 1K* 一 0(m 是 奇数 ), 又 由 第 二 章 $ 3 命题 5, 有 
。 | Pn 一 m 一 9 一 1 是 奇数 或 虹 十 4 是 疝 数 ， 
Kmlt nr—m—gq—l 一 
it or 一 加 一 4g 一 1 是 偶数 或 即 x +g 是 偶数 . 
因 之 (16) 等 价 于 
jp-g-t0*HHA(A, 1,) 一 0， 当 9 在 下 述 区 间 中 时 : (17) 
q€ Ron-m:papr—m 守 q+1 
《17 ) 
且 ” 十 4 是 偶数 ， 
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由 第 四 章 $ 3 命题 3, (17) 与 (17)' 又 等 价 于 
SmisDHA《M, To) 一 0， 当 i, 4 在 下 述 区 问 中 时 : (18) 
pi 二 (Pp 一 1)4 之 pr 一 9 之 i 十 1， 


p49 完 pr 一 之 q 十 1， 《18 ) 
n 十 4 为 偶数 ， 
因 (18) 只 在 ;十 9 委 关 始 有 实际 效果 ,， 故 由 (18) 应 有 4? = ”一 :而 得 等 价 条 件 
Smio MD 一 0, 当 在 下 述 区 疗 中 时: (19) 
2ip mE 2 之 mt+1— (pm 1%. (19') 


出 Thom 的 一 个 已 知 定理 (第 四 章 $5 定理 2)(19) 与 (19 即 自然 地 变 为 (14)， 其 中 万 满 
足下 述 条 件 
2RKP—1) 守 mt+i—(p— nH m/e. (15') 

因 7r,68《M) = 0 蕴含 了 在 7 > m 时 有 ?7,95,CM) 二 0, 故 这 些 条 件 又 可 易 为 (14] 与 (15n)， 
而 这 证 明了 命题 

推论 ， 设 M 可 定向 而 请 > 2， 如 果 (14) 当 天 在 区 间 (15 7 中 时 成 立 , 则 (14) 当 丰 在 区 
间 (15。) 中 时 也 成 立 . 

命题 2 假设 M 可 定 辐 而 请 > 2。 如 果 冯 是 偶数 而 


r@7(Mo) 一 0， (20) 
则 有 
redr MD) = 0. (21) 
证 ， 从 (20) 有 
Pope Cd， A; Ly) = 0, 
由 (1) 式 ,这 又 等 价 于 


Lk TP ™ 一 0, 
(22) 


WX Hp mgt HA) = 0, gE Ro mn: fqnm 守 gt+l, 
因 在 m 是 偶数 时 有 pp = /tr 且 由 第 四 章 $1 命题 入 有 pr* 一 poi6*x-l 又 
有 Tia 一 H《A, 了 I,), 政 (22) 可 写作 
[3,0*HA(A) 一 0， 当 9 在 下 述 区 间 中 时 : (23) 
p49 之 pa 一 堆 之 9g， (23’) 
于 是 对 9 在 用 ww 代 赫 m 一 1 的 区 间 (17') 中 时 ,更 应 有 (23)、 因 之 由 命题 1 即 得 (21). 
定理 2. 假设 M 可 定向 ,而 请 > 2, 则 
DM)=1 + np m1)mod2(p ~ 1), (24) 
且 下 式 
TCM 和 (2 十 24)b 一 1 十 1 (25) 
的 充 楼 条件 是 
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SpO DCM 1) 一 0，、 上 之 4 十 1 时 , (26) 
证 ， 由 命题 2?，I3CM) 必须 为 奇数 。 如 果 玉 CM) 委 (2 十 21p 一 1) 十 1 十 24, 这 
里 0 之 a 二 一 1, 则 由 命题 1 知 在 下 述 区 闻 中 (14) 一 式 成 立 : 
2K( 六 一 1 之 2 一 1 十 21 十 o)， 
但 这 一 不 的 区 疗 与 下 述 区 间 相 同 ， 
2Az 一 1) 之 2 人 一 1) 十 2c， 
因 之 仍 由 命题 1 将 有 ICM) 志 《x 十 27 一 1) 十 1 二 2Ce 一 1)， 这 证 明了 (24), 因 之 
也 证 明了 (25) 与 (26).， 
附注 ， 本 定理 可 与 第 三 章 中 $1 定理 4 以 及 $3 例 1 相 比 较 ， 后 者 指出 了 在 开 流 形 
或 有 边 流 形 (24) 是 不 成 立 的 , 但 在 开 流 形 或 有 边 流 形 时 忆 (CMD7) 二 民 训 一 1) mod 2(p 一 1) 
这 一 推测 或 许 是 可 能 成 立 的 . 
定理 3。 设 M 是 4 维 闭 可 判 分 流 形 , 则 对 固定 的 之 4 与 214 的， 
SmiH” (CM,1) = 0, 守 m— 2 时 (9) 
将 给 合 
Sm HAM,1) = 0,24++g 宇 mm 时 , (27,) 
证 。 由 定理 1(9) 式 蕴含 (8) 式 以 至 有 
nD MUHAM,, A; 1,)=0 
或 
usH'(Mi, A:; 1) 一 0， 
对 任意 + 之 0 成 并 ,或 由 (1) 式 ， 
uk Pa) 一 0， 
了 二 0,g€R:2g 之 + 之 gqg 十 1， 
或 即 
tarad "HAA, 1,) = 0, 2g 之 + 之 4 时 
因 之 由 第 四 章 $ 3 命题 3 得 (27,). 
定理 3。 设 M 可 定向 而 p 之 2. 设 4 之 0 是 一 圈定 整数 ， 则 
St DPCM TI 一 0， 太 疡 1 十 1 时 (26) 
将 蕴含 
SmiKieDHAM,1,) 二 0， 2p 十 9 守 # 十 24 十 1 时 (27,) 
证 . 由 定理 2 从 (26) 得 
7 ,Da We-DHi(M) = 0， 


roBlrt er M) UH CM,, A; 1,) 一 0 


WntaV pH CM,, 和， 1,) 一 0， 


,194， 


对 任意 7 之 0 成立， 由 (1), 后 者 等 价 于 Cm 二 (nx 十 27)(p 一 1) 十 1) 
Hx a0 HCA, 1 = 0, 
当 
9€ Rr pq 之 fr 之 q 十 1 
(an 
由 第 四 章 $ 3 命题 3， 这 殖 含 了 《27")， 人 至 于 《276) 与 (276) 的 等 价 则 由 Thom 定理 得 
出 ， 
附注 。 最 后 两 定理 以 及 定理 1 的 推论 与 命题 1 指出 Smith 运算 ,或 等 价 地 说 即 
Steenrod 医 , 在 流 形 的 情形 具有 某 些 特殊 的 性 质 ， 
定义 。 对 任意 * 维 闭 流 形 M 由 下 式 
环 人 MD UX2 = So 多 Xe， (28,) 
其 中 X"”*€ H"-KM，, 1) 任意 ， 所 确定 的 上 同调 类 WM) 一 WCM)E HACM, I) 将 称 
为 M 的 六 或 环 w 上 类 .如 果 对 又 是 可 定向 的 , 则 对 任意 奇 质数 p, 由 下 式 
WH MOU KE 一 SmtdIe OX, (28p) 
其 中 X5*%?"D EE ke 7) 任意 ,所 确定 的 上 同调 类 球 兴 2CMD)E HX?-0CM, I;) 
将 称 为 M 的 丈 ( 上 类 ， 
附注 ， 诸 上 类 丈 *(M) 事实 上 即 M 的 模 2 对 偶 Whitney 类 , 它 与 M 的 模 2 Stiefel- 
Whitney 类 WX《M)E EM 7) 间 有 以 下 Whitney 关系 式 
Ewadumoan = tT 0, 
十 了 一 ， 《>0 时 ， 
其 中 1 为 M 的 模 2 单位 英 , 至 于 上 奖 歼 鸭 *->(M) 则 可 证 明 其 可 以 M 的 模 p Pontrisgin 类 
用 上 积 为 乘法 的 多 项 式 表 示 出 来 . 
应 用 上 面 这 些 词汇 定理 1 一 3 即 可 重 述 如 下 : 
定理 4 对 任意 维 数 2 之 1 的 闭 可 齐 分 流 形 M 有 


MM)<m (28) 
的 充 要 条 件 为 : 
WACM) 二 0， 宇 m 一 时 , (29) 
如 果 M 更 是 可 定向 ,而 ?是 一 奇 质数 , 则 有 
IGM 和 (2 十 24)(0 一 17 廿 1 (25) 
的 充 要 条 件 为 
WAM) 二 0， 万 实 4 十 1 时 . (30) 


定理 5。 设 M 是 一 » 维 闭 可 定 同 可 前 分 流 形 , 则 对 任 一 整数 1 之 0 与 任 一 奇 质数 p， 
(30) 将 纺 含 (27) 与 (27"), 
从 定理 1 的 推论 以 及 命题 1 又 可 得 : 
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定理 6。 若 灰 KM) 一 0, 在 m/2 之 之 mm 一 7 时, 则 在 之 m 一 #2 时 仍 有 WM) 二 
， 设 村 更 是 可 定向 而 ?是 青 质 数 ,如 果 有 到 六 ?了 CM) 二 0 在 (Qn 十 2%)/2p 之 kK 之 4 二 +1 
时 , 则 在 + 宇 4 十 1 时 仍 有 Wi? 了 AM) 一 0. 
在 第 三 章 中 的 基本 定理 也 给 出 了 下 面 的 
定理 7。 若 一 4 维 闭 可 剖 分 流 形 M 可 实现 于 一 欧 氏 空间 R* 中 , 则 应 有 
WCM) 二 0、 上 守 N 一 2 时， 
以 及 
Sm HAM, 7 一 0，24 十 7 全 入 时， 
如 果 M 又 是 可 定向 的 , 则 对 任意 奇 质数 p, 也 有 用 WE?-DCM) 与 Sm? 了 HsCM, 了 5) 表达 
的 类 似 结 论 , 
定理 8.。 设 M 是 一 x 维 闭 可 前 分 流 形 ,而 HM,12) == 0,1 祈 j 所 时 , 则 有 1M) 所 
24 一 记 或 ri07*M)==0. 
证 ， 由 流 形 对 偶 定 理 从 假设 可 得 
HM,1)=0, li; 时, 
因 之 更 有 
WA(M) = 0,， 1 万 jk 时 . 
由 一 Whitney 的 著名 定理 (Whitney [55]) 又 有 


WW? (M) = 0, 
于 是 本 定理 直接 自 定 理 4 推 得 , 
附注 ， 本 定理 可 与 Penrose-Whitehead-Zeeman 的 一 个 定理 相 人 比较 ( 见 [42])， 这 一 定 
理 可 氢 述 如 下 : 如 果 一 个 z 维 闭 可 前 分 流 形 是 连通 的 , 且 有 mM) 一 … 一 xx《M) 一 


0， 这 里 0 和 2 (KR 十 1) 委 2 则 M 可 实现 于 R2 天 中 。 在 这 时 由 我 们 的 一 般 理论 将 有 
OP MD) 一 0. 


$4. 组 合 尝 形 的 漫 入 


本 节 中 将 证 明 对 于 一 闭 组 合流 形 KK 在 欧 氏 空间 中 漫 入 用 约 化 浸入 类 ECK)E 
Hm"(Kp, 1,) 表达 的 条 件 , 也 可 以 象 谋 和 人 的 情形 那样 , 用 天 的 古典 不 变量 来 表达 ， 其 原因 
是 由 于 Kg 这 时 也 是 一 组 合流 形 , 它 的 模 世 上 同调 可 用 天 的 模 p 上 同调 表达 出 来 ,为 此 我 
们 将 从 K? 的 研讨 开始 . 

设 K 是 任意 有 限 单纯 复 形 ， 对 KK 的 任 一 单 形 o, 命 K, 为 由 一 切 使 o < 的 单 形 + 以 
及 它们 的 面 所 构成 的 子 复 形 ,也 就 是 复 形 C1Siog， 设 ?是 一 质数 , 依 第 一 章 ， 是 一 胞 
腔 复 形 , 其 胞 腔 是 [o, oyXx….xXoj,]”， 这 里 og 苞 过 久 的 所 有 单 形 , (ao1,…, cy) 是 天 的 
一 组 非 单 角 型 单 形 ， 而 每 一 6; 都 与 c 张 成 玉 的 一 个 单 形 ， 或 即 o;€ K。， 因 之 对 固定 的 
0 €K, 使 [o, mx Xos] EK 的 那些 胞 腔 o xX.… x oo 构成 了 复 形 ( 芒 )#。 今 每 
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一 点 Ye | 人 po| 是 一 唯一 的 线 眉 名 的 中 点 ， 这 里 各 E |KR¥1， 而 加 6E |Akl，Ax 则 是 
| 六 | 一 | 天 | XxX.…x|K| 中 的 对 角形 ， 命 dx: |K| 一 |Ax| 为 对 角 映 象 ， 则 对 应 * 一 
1 


; 
和 (2 定义 了 一 个 映 象 名 :|RP| -> 玉 ， 又 置 名 一 包 (外 ， 对 任意 点 zeE IK|, 命 C(x) 
为 x 的 载 子 , 即 天 中 含有 *x 的 维 数 最 小 的 单 形 ， 由 前 面 即 可 见 告 !| CCx)| 恰 为 一 子 复 形 
的 空间 ,这 一 子 复 形 由 一 切 胸腔 [CCx), 5]@w 所 构成 , 其 中 se(EcO)#， 又 在 铅 之 下 ， 
条 (+) 与 1Kocs | 拓扑 等 价 ， 对 任 一 以 C(x) 为 一 面 的 单 形 r, 命 必 x) 为 从 r+ 由 以 x 为 
中 心 ， 1/2 为 比例 的 伸缩 变换 所 得 到 的 单 形 ， 命 N(x) 为 | 天 | 中 所 有 z+) 的 并 集 ， 这 里 
r 是 任 一 中 以 C(x) 为 面 的 单 形 ,对 任意 ye N(z), 于 是 有 C(y)>_C(x), KewyCKeaew， 
因而 (Kow 闪 是 (Kocw) 六 的 一 个 子 复 形 ， 对 任意 点 了 € 入 '( 儿 二 所 IN(x), 设 委 为 线段 
的 中 点 , 这 里 为 一 拓 ( 站 ,名 E 1(Kewj 闻 |, 于 是 线段 名 的 中 点 属于 入 《x), 而 7 一 
六 定义 了 一 个 映 象 :入 IN(x) 一 后 (x)， 且 在 入 (x) 上 的 限制 是 恒 同 映 象 ， 因 名 与 
| 铝 | 中 的 巡 包 变换 zx 可 交换 , 故 久 与 3 将 引出 映 象 
go: [KD| —> |K| 
与 
sx :80 'N(CX) 一 goa'Cx), 
其 中 xe |K| 任 意 . 
直到 现在 为 止 ,K 完 全 是 任意 的 ， 今 设 K 是 一 # 维 闭 组 合流 形 ,于 是 对 每 一 +e |K|， 
|Kecn | 拓扑 等 价 于 一 维 闭 胞 腔 ， 由 第 三 章 了 1, 组 (入 (x), zx) 与 (Rotx) 拓扑 
等 价 因而 与 组 (Ste-5b"-', +) 有 相同 的 同 伦 甫 , 其 中 St-0"! 是 一 (p 一 1)4 一 1 维 球 ,而 
: 是 它 的 一 个 周期 为 而 无 定点 的 变换 ， 由 此 知 8*Cg7x), 7) 在 户 > 2 时 由 以 下 诸 
上 类 所 加 法 地 产生 : 
Ur = rpA"K (x), tir) E Hg x), 1s), OmE(p— 1)n—1, 
这 些 上 类 服从 以 下 诸 关系 
| r,s 都 是 奇数 ， 
UTUU: = 
0z+。 1, ;至少 有 一 是 偶数 ， 
其 中 已 作 规约 : 
U”=0, nm 之 (pp 一 1) 时 ， 
因 知 INCx) 可 形变 收缩 为 | 及 -| 甸 ， 而 这 一 收缩 与 x 可 交换 ， 且 |Kecw| 为 一 4 维 闭 胞 
膀 , 故 仍 由 第 三 章 $1 知 H*(g51NCx), 7,) 系 由 以 下 诸 上 类 所 加 法 地 产生 : 
Vo rpA"(B NG), tr) E Hg N(x), Ts), Om 人 (po— 1)r—1l, 
这 些 上 类 在 请 二 2 时 服从 以 下 诸 关 系 
| r,s 都 是 奇数 ， 
Vi UV: 一 
Vr'， +,s 至 少 有 一 是 偶数 ， 


其 中 已 作 规约 : 
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7 一 0， 水 人 一 1 时 ， 
因 $:( 久 IN(x), tx) 一 (后 《xz), tx) 是 组 映 象 , 故 
Ur 一 VY, 
由 此 知 H*(g7'NC(x), 1,) 同 构 于 HB*Cga《x), 1,)， 依 照 Fary [78] 一 文 的 判 准 3 知 &: 
1K| 一 |K| 是 一 所 谓 没有 临界 点 的 映 象 ,于 是 Fary 定理 给 出 了 下 面 的 
命题 1。 对 一 闭 组 合流 形 有 一 谱 序 列 {E,}, 其 中 
E,= H*(|K|,.F ), 
这 里 多 是 由 (gy'x, 1,), xe 1K), 组 成 的 局 部 定 束 ,而 Es 是 H*(1K|, 1,) 适当 滤 分 
后 的 相关 分 级 代数 . 
如 果 喝 设 在 pp 2 时 MM 是 可 定向 的 ， 则 不 论 p 二 2 或 p 二 2, 束 多 不 仅 是 局 部 定 ， 
且 将 是 一 定 束 。 再 者 ,对 x € 上 | 玉 | , 命 和 :区 Kx) 一 | 愉 1| 为 包含 映 象 ,而 jy:goCx) 一 > KP] 
为 由 了 导出 的 映 象 , 则 有 巷 7rp"《K) 一 U?， 因 而 对 每 一 x€ |K|, 六 :*C|KP|, 1) 一 
H*(gs 《x), 1,) 是 一 满 同 态 。 由 关于 纤维 从 谱 序列 一 条 熟知 的 Leray-Hirsch 定理 ， 这 一 
定理 在 连续 映 象 的 谱 序 列 也 同样 成 并 , 可 得 下 
命题 2。 设 ?是 一 质数 ， 而 KK 是 一 7 维 闭 组 合流 形 , 在 p 2 时 更 设 玉 可 定向 ， 设 
go: KRP 一 | | 为 如 上 定义 的 自然 映 和 象 , 则 五 守 RD ,7 有 一 加 法 基 , 系 由 形 如 rp;(K) 
U8IXo 0s 委 ! 委 和 一 1 一 1 等 上 类 所 组 成 , 这 里 X。 跑 过 *《K, 7,) 的 一 个 加 法 基 . 
定理 1。 设 K 是 一 2 维 闭 组 合流 形 ， 如 果 有 
riD7(K) = 0, (1) 
则 也 有 
ra (KK) = 0. (2) 
证 . 复 形 关 全 是 一 以 RR 为 边界 的 2 维 组 合流 形 ， 今 取 风 "的 两 个 模型 风光 ， 
i 一 1 ,2， 其 边界 各 为 局 而 | 咎 冤 | 在 如 下 与 1 忆 +| 拓扑 等 价 。 今 将 | 放 介 | 的 边界 粘 
合 使 对 每 一 x€ | 天 ?| ,点 各 (x), i 一 1,2 恒 同 为 一 , 于 是 从 |K&)| 的 并 集 得 一 复 形 4， 
而 闻 为 一 22 维 闭 组 合流 形 , 在 } 季 |] 中 定义 一 周期 变换 : 为 
Ki) 一 BtghAT), KE {ROI, i=1,2(h = Ah), 
其 中 zx 为 ||# 中 的 周期 变换 ， 命 MM = 前 /1:， 则 |M| 自 然 地 拓扑 等 价 于 从 | 疙 将 
KR | 中 由 tx 互相 变换 而 得 的 点 , 恒 同 为 一 时 所 得 的 空间 , 因而 MM 是 一 个 24 维 闭 组 合流 
形 ， 在 系数 群 I, 上 于 是 有 H”(M, 1,) s 7 其 母 元 素 设 为 Z。 今 定义 全 | 条 | -> | 民 5+| 
为 让 各 ) 一 hK3), 训 € | 民 加 | 则 名 为 一 组 映 象 《| 谣 | ,2 一 《I 民 汪 |,zx), 而 导出 一 肌 象 
h:|M| 一 天 区。 因 之 有 
rr M, 2) 一 rp APCRED, fx) 一 02C(K) 一 0， 
对 任意 UE HH"-m(M, 了 1), 于 是 有 
aM, DU = nAM, UU = 0, 
以 致 对 任意 U 有 
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KICU, pmM, 1)2) = KICut(M, 1)U, Z) = 0. 
由 此 得 
tm(M, 1)2 一 0. (3) 
命 z€ Z 为 M 中 的 模 2 基本 下 闭 链 , 而 8&6E 交 ez"( 和 好 7) 为 季 的 模 2 基本 下 闭 链 , 则 可 
写成 和 一 十 和 ,这 里 入 C 风 轨 ,于 是 有 zB 一 ,rg 一 和 一 2 2 一 82 一 (1 十 
人 #42, 而 #5 一 流 形 K9 的 基本 下 闭 链 2。, 这 里 :条 > M 为 自然 投影 ,由 此 得 pCM， 
站 2 一 jyZo, 这 里 Zo 是 HY 了 "(CK 名 , 了) 的 母 元 素 , 而 关 居 同一 M 为 由 包含 肌 象 j: 六 人 一 衣 
所 导出 的 包含 映 象 ,于 是 (3) 式 给 出 了 
um M, tixZo= 0 
或 
jx tm CKP, tx)Zo 一 0. 
暂 设 
jx HC KY, IT CHAM, 1,), (C4) 
即 j 是 无 核 同 态 , 则 在 &2 中 有 
tm RY, tr)Zo 一 0. 
由 $1 定理 2 末 一 式 等 价 于 
raAd™ (RY), tx) 一 0， 
亦 即 (2) 式 . 
因 之 只 须 再 证 明 (4) 式 即 可 。 为 此 试 先 定义 一 连续 映 象 
|| 一 IR) 一 | x |K| 
如 下 。 任 一 点 和 6 | 民风 | 是 一 线段 x” 的 中 点 ， 这 里 XE |KR#|, 而 x#*€ |A| = dx|K|. 
对 线段 *z 上 的 任 一 分 之 成 比 反 1 一 上 的 点 7 命 处 胃 为 二 2 上 分 之 成 同一 比值 1:1 一 + 
的 点 。 今 定 义 多 使 名 € [REY|， 且 BX € | RS 一 | 时， 总 22) 一 %AX)， 而 在 
ti€ |KIS| ,oCK) € |R¥|H, SCF) 一 HE), 因 对 2 € Hr!|RD| 有 S (2) = (2) € | 从 |， 
故 可 见 & 将 引出 一 过 续 映 象 g: 1M| 一 | 有 |， 再 者 , 对 在 分 !| 关 则 上 的 限制 ,或 更 精确 
地 说 , 映 象 4R8h 即 为 命题 1 中 所 考虑 过 的 映 象 和 :| 用 由 | 一 |K|, 因 之 有 交换 关系 
dxgo = gj: | KY| 一 | 天 |. 
今 由 命题 28*CK?, 了 ) 系 由 诸 上 类 ”2 天) 以 及 中， 7) 所 产生 ， 
FAM, 1) = nA CRY, tr) = rbiCK), 
且 对 任意 UEH*(K, 72), 有 
jg"(1@U) = gtdt(1@U) = gtU, 
故 同 态 广 :HH*CM, 1) 一 H*(|K |, 7 是 一 满 同 态 ， 对 偶 地 说 ， 这 一 事实 即 等 价 于 说 六 
是 一 无 核 同 态 , 因 之 (4) 式 成 立 而 定理 也 由 此 得 证 ， 
定理 1 的 证 明 对 p > 2 的 情形 是 不 适用 的 ， 因 之 须 用 其 他 方法 来 考虑 ， 为 此 设 天 是 
一 # 维 闭 组 合流 形 ,假设 可 定向 的 , 且 设 ?是 一 麻 质 数 , 由 命题 2 于 是 有 上 类 了 ?6 HiCK， 


。199 。 


1,), 0 所 i 人 (p 一 1)n 一 1, 使 


ro PARK) Dr KIU gt Vs, (5) 


其 中 go: | KP9| 一 |K| 为 命题 2 中 所 引入 的 映 象 ， 上 类 V5 系 由 (5) 式 所 唯一 决定 , 而 我 们 
将 作 以 下 假定 
ye 一 0，1 一 和 奇数 时 . (6) 
附注 。 和 如果 |KK| 是 一 微分 流 形 ， 则 假定 (6) 总 是 满足 的 。 盖 在 此 时 可 取 KK 为 一 光滑 
剂 分 ， 于 是 |& 名 | 可 恒 同 为 |K| 的 切 从 $5 的 p 一 1 重 Whitney 和 (p 一 1 六 的 从 空间 ， 
在 Pp 是 奇数 时 这 个 从 已 知 是 在 Ehresmann 意义 下 的 近 复 从 ， 因 而 可 从 复 客 拉 斯 曼 流 形 
cu。 上 的 宇 害 从 7 由 一 映 象 4:|K| 一 Cw 诱导 而 得 CN 充分 大 ), 记 7 的 p 一 1 重 
Wphitney 和 (zp 一 1)7 的 从 空间 为 了 ,, 又 命 (bh) : 《|KP|, |K|) 一 《F,, Cn,s) 为 从 
(p 一 DY 诱导 出 (p 一 1)§ 的 从 映 象 ,在 六 中 有 一 自然 的 变换 群 了 ~ 了, 使 当 |P| 中 
的 tx 恒 同 为 了 中 一 元 素 时 , %, 将 为 第 二 章 $1 意义 下 的 一 个 组 映 象 名: (| Ko 门 一 
(1,, 7), 置 T, 一 了 /i 与 47 六 ,tf) = 45 则 T, 实 为 Cn,s 上 的 一 个 透镜 空间 从 的 从 空间 ， 
其 投影 设 为 on， 由 Leray-Hirsch 的 著名 定理 即 知 在 T, 中 有 一 下 面 形 状 的 关系 


A BrdU od, (7) 
i 之 ] 


其 中 Us € HCw,s, To) 由 (7) 式 所 唯一 确定 。 因 已 知 Cx, 中 奇数 维 的 同调 群 都 是 0， 政 
有 
Us 一 0， 一 奇数 时 . C8) 
应 用 好 至 (7) 的 两 边 并 与 (5) 式 比较 , 则 由 于 研 如 一 加, 襄 0* 一 如 故 (8) 即 变 为 (6). 
较 详 的 论证 可 参阅 例如 吴 文俊 [66], 其 中 并 给 出 了 Us 用 |K| 的 Pontrjagin 上 类 表示 的 明 
显 公 式 . 至 于 假设 (6) 是 否 在 组 合流 形 的 情形 也 恒 能 成 立 , 则 作者 未 能 断定 . 
定理 2， 设 弓 是 一 奇 质数 , 而 K 是 一 7 维 闭 组 合流 形 , 假设 可 定向 且 满足 (6) 式 ， 则 
roOr(K)=0 (9) 
将 纺 含 
ro CK) 一 0. (10) 
证 .由 $2 定理 2, 1pCK) 作 形 状 
oCK)= (nt 27)(p—1)+l1. 
如 未 吉 一 (4 十 24)(p 一 1) 十 1, 则 必 有 7B8CK) == 0, 因而 也 有 rw2-《K) 一 0, 故 可 
设 m 二 (n 十 27)(p 一 了) 十 1, 因 mw 一 1 是 偶数 ,故人 队 (5) 与 (6) 由 归纳 可 得 "sg (K) 
必然 有 形状 
re KD roy KU gz (5") 
其 中 2 是 召 7 KE。，1) 中 的 某 些 上 类 .将 (5 ) 两 边 乘 以 +, 灵 ;CK) 即 得 
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(天 ) 一 Pyro KR)U gt Di 
【站 


由 (9) 此 式 为 0, 故 由 命题 2 得 Z; 一 0 因而 (10) 由 (5 ) 得 出 , 
定理 3。 设 KK 是 一 2 维 闭 组 合流 形 ,在 p > 2 时 并 设 K 是 可 定向 且 满 足 (6), 则 对 任 
一 质数 p 之 2, 条 件 
rs,Or(K)= 0 (9) 
与 条 件 
rvp (kK)= 0 (10) 
等 价 . 
证 ， 由 定理 1, 2 可 见 (9) 蕴含 了 (10)， 今 设 (10) 式 成 立 ， 于 是 由 第 四 章 $ 4 定理 
2 有 
SmisoHAK,1s) = 0 pit+(p—1)g>m 时 . (11) 
对 p = 2, 特别 有 
SmtyH" (CK, 11) = 0，>n 一 m 时 . 
由 $3 的 定理 1, 在 p 一 2 时 即 得 (9) 式 .如 果 p 之 2 而 mw 是 偶数 , 则 (11) 特 别 给 出 了 
Sm oH NK, 1) = 0 2AP—1)>m—(p— 1 时, 
故 由 $3 命题 1 可 得 rp@8~CK) 一 0, 因而 更 应 有 (9) 式 ， 在 靖 > 2 而 刀 是 奇数 的 情形 也 
相 类 似 , 因 之 (9) 与 (10) 的 等 价 得 证 . 
定理 4 设 K 是 一 7 维 闭 可 定向 组 合流 形 满足 条 件 (6), 则 对 任意 质数 p 二 2 有 
DK)=(p 1) mod2(p — 1). 
证 ， 这 从 $3 的 定理 2 得 出 . 


$ 5. 一 般 理论 在 微分 流 形 时 的 一 个 推广 


在 本 节 中 所 谓 一 个 流 形 总 是 假定 无 边 的 , 因 之 是 一 Hausdorff 有 可 数 基 的 局 部 欧 氏 至 
一 组 拓扑 上 映 象 h : U; 三 R", 这 里 R*" 是 一 以 《xt，……, xs) 为 坐标 的 = 维 欧 氏 空间 , 使 下 
述 两 条 件 能 满足 : 

1” 对 任 两 相交 的 Vi，U€ UM ， 瞎 象 hi : h(i 人 U6) 一 R" 是 一 依 第 六 章 $2 
意义 下 的 C” 酉 象 . 

2 覆盖 和 对 性 质 1° 说 来 是 "最 大 "的. 

在 这 时 覆盖 2 中 的 诸 开 集 Ui 以 及 拓扑 映 象 及 将 称 为 定义 了 一 个 在 可 微分 流 形 M 
上 的 C” 构造 或 微分 构造 , 而 M 带 有 了 这 样 一 组 纪 = {Ds 胃 }, 即 称 为 一 5” 流 形 或 向 
分 流 形 ， 或 一 带 有 微分 构造 红 的 流 形 。 Milnor，Kervaire 等 的 最 近 工 作 已 证 明 并 不 是 每 
一 流 形 都 是 可 微分 的 ,而 如 果 流 形 可 微分 时 ,又 有 赋予 种 种 不 同 的 微分 构造 . 
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如 果 M,M' 是 维 与 a 维 带 有 微分 构造 = {i, 局 ji 与 多 和 二 (Uw, 各 jeu 的 
微分 流 形 时 ,一 个 MM 到 M 的 瞎 象 1 将 称 为 一 C” 映 象 或 微分 映 象 ,如 果 对 任意 ,Uw 只 
须 信 U1) 站 Ui 关 由 , 映 象 

RafarwA fCU) MND) > R" 
即 为 一 在 第 四 章 $2 意义 下 的 C” 喘 象 ， 映 象 f 将 称 为 一 C” 淄 入 或 一 微分 浸入 (以 及 一 
C” 嵌入 或 一 第 分 嵌入 ), 如 采 f 除 为 一 微分 映 象 外 ,同时 也 是 在 第 三 章 意 义 下 作为 拓扑 空 
则 的 一 个 温和 信 ( 雇 及 一 谋 入 ). 

笼统 地 说 , 微分 流 形 是 一 些 欧 氏 空间 用 C” 映 象 相互 拼合 起 来 的 流 形 ， 因 此 ,在 第 六 
章 $ 2 所 讨论 过 的 欧 氏 空间 的 C* 觅 象 , 只 须 加 上 一 些 适当 的 拼合 的 手续 ， 即 可 提供 微分 
流 形 则 密 分 映 象 的 种 种 情况 , 事实 上 , 第 六 章 $ 2 中 的 所 有 命题 , 在 微分 流 形 的 情形 都 有 
相应 的 命题 ,但 我 们 对 这 些 推 广 不 想 再 作 进 一 步 的 讨论 ,而 把 这 方面 的 基本 知识 仅 指出 一 
些 有 关 的 文献 如 下 Pontrjagin 著作 [81] 的 第 一 章 ，Milnor 的 著作 f38] 与 [39]，Whitney 
的 原著 特别 是 [55] 以 及 Munkres，Lang，Anslander 新 出 版 关于 微分 拓扑 的 著作 等 . 

本 节目 的 在 于 指出 把 第 三 章 与 第 七 章 的 一 般 理论 作为 微分 流 形 的 微分 泽 入 与 微分 温 
人 的 一 个 推广 , 为 此 , 设 R? 是 一 以 (yi,y;) 为 坐标 的 定向 欧 氏 平面 ,为 碟 形 六 十 类 二 1， 
以 < 一 (0, 0) 为 中 心 ,而 cl， e: 各 为 万 上 的 点 (ny 81) 二 《1, 0) 与 (0, 1)， 对 任意 微分 
流 形 M 一 个 到 M 中 的 映 象 f 将 称 为 是 一 个 微分 映 象 (或 一 微分 说 入 ), 如 果 它 能 推广 为 
一 包含 万 的 某 一 R? 中 的 zx 集 U, 自然 地 视 作 微分 洲 形 时 到 MM 的 一 个 微分 映 象 (或 微分 嵌 
人 ) ,对 每 一 点 ce 石 , 将 0 在 * 的 切 空间 恒 同 为 R, 则 了 将 引出 一 R 到 M 在 人 ce) 的 切 空 
和 闻 的 映 象 jj， 因 之 也 引出 一 六 x R? 到 MM 的 所 有 切 向 量 所 成 空间 TC(M) 的 一 个 连续 映 象 
j。， 命 AM) 为 到 M 中 的 所 有 微分 举人 f 所 成 的 空间 ,所 用 的 拓扑 使 它 成 为 入 x R? 到 
T(M) 中 所 有 连续 映 象 在 紧 开 拓扑 下 所 成 空间 的 子 空间 ， 命 0 为 平面 R 中 绕 c 一 (0, 0) 
的 旋转 群 ， 它 的 元 素 可 记 作 po, 0 万 6 万 2x(po 一 px)， 于 是 0 将 依 下 方式 作用 8CM) 
中 : 《poh)Cy) 一 欠 pely)), 这 里 yE ,hE OCM). 记 M) 对 0 的 商 空间 为 LCM), 则 
6(M) 是 在 QCM) 上 以 0 为 纤维 的 一 个 主 纤维 从 ?， 于 是 有 一 示 性 类 IPCM)€ HXQCM)， 
mx《0)), 由 于 0 拓扑 等 价 于 圆 6D, 而 m(O) 确定 地 同 构 整 数 加 法 群 1, 只 须 8 与 R 协 
合 地 定向 , 因 之 CM) 也 可 视 为 是 CQ(M)) 的 一 个 元 素 ， 与 下 CM) 相应 的 实 系 数 分 类 
将 记 作 IB(M). 

定义 1。 使 IM) (或 EM)) 与 自身 的 & 重 上 积 = 0 的 最 小 整数 ,如 果 存 在 的 
话 , 将 记 作 xCM) (或 zo(M)), 否则 将 置 xCM) = 十 oo (或 ww (M) 一 十 oo). 

设 大 M 一 M 是 一 做 分 流 形 M 到 另 一 微分 流 形 M 的 一 个 微分 嵌入 , 则 了 将 自然 地 引 
出 一 映 象 了 : 6CM) 一 人 M') 与 一 映 象 : CCM) -> QCM')， 对 此 这 与 群 0 的 运算 可 交 
换 ,而 久 ,F 与 相应 从 的 投影 可 交换 ,由 此 得 F*IPCM') 一 1PCM), 因而 有 下 述 : 


1) 对 纤维 从 与 示 性 类 的 理论 可 参阅 例如 以 下 诸 书 : Steenrod [10] ，Milnor [7] 以 及 吴 文 俊 [11]. 
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定理 1。 为 使 一 微分 流 形 M 可 微分 模 人 于 一 微分 流 形 M', 必须 有 
nM) 委 式 MD) (1) 
以 及 
mM) < mM'). (1') 
由 上 述 定理 ,可 见 为 获得 一 微分 流 形 MM 能 微分 之 人 于 一 欧 氏 空间 RY 中 的 条 件 , 首先 
须 决定 xCR™), 为 此 命 V7? 为 RY 中 由 一 蕊 互相 延吉 单位 向 量 有 序 偶 所 成 的 Stiefel 流 形 ， 
而 为 RN 中 一 切 过 原点 0 的 定向 平面 所 成 的 Grassmann 流 形 ， 这 里 NN 将 假定 二 2. 
显然 V3 是 全 王 上 的 一 个 圆 从 ， 其 示 性 类 设 为 六 EARYTY) 一 HX RY ，m(C)), 这 
里 C 是 从 中 的 贺 纤 维 ， 依 自然 定向 因而 ma(C) 可 依 确定 方式 恒 同 为 整数 群 I[， VY” 与 
R2 的 同 亩 结构 是 熟知 的 ,例如 有 


URX) = 0, UN 天 0， (2) 
UX) 一 0， UMAXi)¥ 0, (3) 
其 中 是 由 X 把 系数 约 化 为 实数 时 所 得 ， 此 外 又 有 (R == 实数 域 ) 
H*(RY™T, R) 由 台所 产生 (N 一 奇数 且 > 2). (4) 
FX’ = —X’, (5) 


这 里 访 丰 一 -> 太一 为 将 总 习 中 一 定向 平面 映 为 定向 相反 的 同一 平面 这 样 的 拓扑 变 
换 . 

命 铬 为 克 Rn) 的 子 空间 ,由 使 全 <c) 一 0 的 一 切 和 ec 5CRY) 所 构成 ,而 人 OB 为 2(R*) 
的 子 空间 , 即 如 对 0 的 商 空间 ， 对 任意 元 素 (v1,v2)€ VY? 可 定义 一 “正规 "上映 象 下方 一 
R* 属于 信使 记 e1) = oo 区 es) 一 wy 而 让 是 线性 的 ， 于 是 对 应 (v4, v3) 一 和 定义 了 一 
个 仆 一 到 分 中 的 嵌入 ;， 因 了 与 群 O 中 的 运算 可 交换 ， 故 又 引出 一 名 一 到 9y 中 的 赃 
和 人力 以 致 8 ) 与 相应 从 一 -> 全 一 与 人 短 一 的 投影 可 交换 ， 今 对 伏 的 任意 紧 臻 
子 集 KK, 可 找 得 一 8 > 0 充分 小 ,使 先 将 方 收 缩 为 一 半径 为 s 的 同心 碟 形 方 ,再 将 入。》 
(和 e K) 投影 至 它 在 0 的 切 平面 上 ,然后 在 平面 中 将 映 象 正规 化 时 ,可 得 一 到 V3 中 的 
伦 移 。 对 于 0 的 情形 也 相同 。 因 (RN) 以 及 QCR*) 各 与 RY 与 织 以 及 如 的 拓扑 积 
拓扑 等 价 , 故 得 以 下 

引 理 1， 产 Ex*COCRN)，G) ~ FYCTY 一 ，G)， 

HH*(QCRN), G6) ~ H*( R77, G). 

由 上 引 理 与 公式 (2) 一 (4), 即 得 

定理 2 x(RY) = mR")—N—1. 

推论 ， 一 个 微分 流 形 MM 可 微分 嵌入 NN 维 欧 氏 空间 Rs 中 的 一 个 必要 条 件 是 

(MND 1. 

我 们 的 第 二 步 在 于 给 出 计算 CM) 或 不 如 说 moCM) 的 方法 ， 为 此 试 琅 虑 一 纤维 结构 
红 ， 从 空间 为 瑟 , 底 空间 为 8, 投影 为 xz, xe B 上 的 纤维 为 RR?， 与 一 + 维 欧 氏 空间 拓扑 
等 价 ， 而 构造 群 是 由 R* 到 自身 的 所 有 微 拓 变换 所 成 的 群 ， 我 们 将 设 多 有 一 模 截 面 9: 
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B 一 下 使 闻 一 恒 同 轴 象 ， 对 *e3 点 pz) 将 记 为 oo。， 因 罗 的 构造 群 为 狗 , 故 每 一 
纤维 Rz: 可 赋 与 一 确定 的 微分 构造 使 空间 8CR?) 以 及 由 满足 你 c) = o; 的 一 切 &é QC R?) 
所 成 的 子 空间 CCR2DCCCR:) 有 了 明确 意义 ,同样 2CR2) 与 8 R?) C CCR2) 也 可 朋 确定 
义 ， 命 风 (多 ) 与 08) 为 与 多 相关 , 而 以 CCR2?) 与 QUKR2) 为 纤维 的 从 ,其 从 空间 
将 各 记 为 63(E) 与 03C(E), 因 群 0 以 显然 方式 在 如 (E) 中 作用 , 且 其 商 空间 即 为 0*(E》， 
故 6(E) 是 BQ(E) 上 的 一 个 主 纤维 从 ， 其 纤维 拓扑 等 价 于 圆 C, 且 可 自然 定向 ， 对 此 
定 同 而 言 ，m《C) 可 自然 地 恒 同 为 整数 群 ， 因 而 从 供 (E) 一 Qt(E) 的 示 性 类 可 视 为 
PCCE)) 的 一 个 元 素 , 记 之 为 I ), 在 实 系数 上 的 相应 约 化 上 类 则 记 之 为 EC. 多 De 
HAOQHE), R)， 命 Oo RI)COH(E) 与 i: Qo(R*)CQFCE) 为 相应 空间 的 包含 映 象 ， 
则 在 (多 ) 即 前 面 已 考虑 过 的 从 CR 一 QR?) 的 示 性 类 ,而 让 UFZ) 即 相应 的 实 
系数 类 ， 
今 设 > 一 奇数 > 2， 由 (3),(4) 与 引 理 1, 已 知 Qo( R') 的 实 系数 上 同调 环 由 CF) 
所 产生 , 且 有 U*[ 半 (== 0,U"[ 认 2 )] 产 0. 由 此 见 从 Qu. 多) 的 纤维 全 
不 下 同调 于 0, 市 由 Leray-Hirsch 的 熟知 定理 知 QCE) 的 实 系数 上 同调 环 的 加 法 群 由 形 
为 x*XUL UIRCF ))] 的 元 素 所 产生 ,这 里 XEH*(B, R), 0 志 i 人 nn 一 2, 而 芭 : 
Qo(E) 一 B 是 从 84(. 久 ) 的 投影 ,是 x* 是 无 核 同 态 ， 特 别 知 U“ 一 [QI 多 )] 是 这 样 形式 
元 素 的 一 个 线性 和 , 因 之 有 下 
定理 3， 设 ” > 2 是 奇数 , 则 有 唯一 的 一 组 上 类 BF )eE HB, R), 0 志 ? 之 4 
1, 其 中 及 一 实 系 数 单 位 类 ,使 在 空间 QCE) 中 有 下 述 关系 
UNF tPF IVIUTAA PF DI 十 + BA ) 0, (6) 
定理 4 对 (6 中 的 上 类 .FF ) 有 
PA) = 0，i 二 奇数 时 , (7) 
证 . 设 > 是 平面 R? 中 访 对 含有 向 量 ei 的 直线 的 反射 ,对 任意 he 6(R*), x€ 8B， 
命 X2)E Qo( RI) 为 映 象 和: 访 ~> RI， 则 了 定义 了 如 (FE) 到 它 自身 上 的 一 个 拓扑 变换 ， 
因 jpe 一 p- 对 任意 po € 0 成 立 ， 故 ?为 从 全 (E) 一 QX(E) 到 它 自身 的 一 个 从 有 上映 象 而 
将 引出 一 映 象 OCE) ~> 3X(E), 从 (5) 式 易 见 
fF)= —I(F) 
与 
FF) = — MF ). 
男 一 面 义 有 xf 二 x:Q8E) 一 B, 因而 应 用 产 于 (6) 式 的 两 边 时 ,可 得 
UT — PAF UU AF) 十 … 
tr* PF) 一 0. (6’) 
比较 (6) 式 与 (6) 式 , 则 从 Leray-Hirsch 定理 即 可 得 (7) 式 . 
定义 如 果 ”> 2 是 奇数 , 则 由 (6) 唯一 决定 的 类 站 8) 0 过 21 志 n 一 1 就 称 
为 束 . 多 的 Pontrjagin 示 性 类 . 如 果 #w > 2 是 偶数 ,让 我 们 做 一 个 Whitney 乘积 .多 -一 
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多 US， 即 对 给 定 的 东 多 筠 以 B 上 的 单 束 ,此 单 束 的 纤维 是 与 一 直线 等 价 。 这 个 
已 经 定义 的 Signed Pontrjagin 类 P87'), 0 过 2i 志 mn, 也 将 称 为 多 的 Pontrjagin 示 
性 类 ,而 直接 表示 成 Bi( 久 7). 

上 面 的 定义 由 于 有 下 面 的 定理 可 凡是 合理 的 . 

定理 5. 如 果 在 一 可 前 形 上 的 从 .多 有 一 以 正 交 群 0, 为 构造 群 的 附属 从 构造 经 ， 
则 ( 一世 之 红 多 ) 一 通常 实 系数 上 的 Pontrjagin 示 性 类 . 

这 一 定理 是 定理 3 与 下 面 引 理 的 一 个 直接 推论 ,这 一 引 理 的 证 明 与 关于 Stieiel- Whitney 
不 性 类 以 及 陈省身 示 性 类 的 相应 定理 的 证 明 相 仿 , 人 参阅 例如 吴 文 俊 [71]. 

引 理 . 设 多 是 一 纤维 从 ， 其 底 空 间 为 一 可 剖 形 有 ， 从 空间 为 下， 纤维 为 欧 氏 空间 
R:， 而 ?之 2 为 奇数 ， 又 构造 群 为 正 交 群 0。。 作 多 的 相关 从 各 以 R3 中 的 Stiefel 流 形 
8 与 定向 平面 所 成 Grassmann 流 形 ii) 为 纤维 , 而 其 从 空间 设 为 4 与 4, 于 是 圆 从 
们 一 4 有 一 示 性 类 Ce 下 (4)。 后 者 由 于 纤维 C 有 自然 定向 mCC) 可 确定 地 恒 同 为 整数 
群 ， 故 已 与 (4,m(C)) 恒 同 为 一 ,于 是 从 多 的 实 系数 Pontrjagin 示人 性 类 已 ( 多 ) 可 由 
下 方程 所 唯一 地 确定 ,其 中 C 是 C? 的 相应 约 化 实 系数 类 ,而 是 从 4 一 B 的 投影 

UC — oPAGIULU CD] + + PG) = 0. (8) 

今 试 考虑 一 维 数 4 为 > 2 的 奇数 的 微分 流 形 M 以 及 M x M 中 对 角形 人 在 M x M 中 
的 一 个 邻 域 了 , 这 一 邻 域 假定 具有 这 样 的 性 质 : 对 任意 x*€E M, V ,= {x'/€M, (x, x’)é€ 
V} 与 一 二 维 欧 氏 空间 拓扑 等 价 , 于 是 了 是 一 纤维 从 .多 的 从 空间 ,其 底 空间 为 M, 纤维 
为 V:, 构造 群 为 狗 。, 昌 此 从 有 一 由 对 角 映 象 所 定义 的 截面 。 置 B(M) = 下 (多 ，) 与 
TB,vAM) 一 [下 .Fy)， 则 由 定理 3 有 一 组 上 类 PF vy)E HM, R), 0 万 2i 声 4 由 以 
下 关系 所 唯一 确定 

UD AM) + ECF OULU A MI + + a PAM) = 0, (9) 
其 中 磅 :7 > M 为 从 多 vw 的 投影 , 试 比较 M Xx M 中 对 和 角形 人 AA 的 两 个 使 V'CT 的 这 样 的 
邻 域 V, 与 V', 即 可 见 诸 上 类 Bii( Fy) 事实 上 与 分 域 V 的 选择 无 关 ， 今 试 取 一 M 的 
Riemann 度量 ,并 取 一 对 角形 在 M x M 中 的 邻 域 V, 使 对 任意 点 (x,《x )ETV,x,x 可 在 M 
中 用 唯一 的 一 条 测 地 线 相 联 , 则 .多 ， 有 一 以 0; 为 构造 群 的 附属 构造 , 且 同 构 M 的 切 从 
r(M)， 因 之 诸 上 类 BY( Fv) 事实 上 即 是 zCM) 的 实 系 数 Pontriagin 示 性 类 , 亦 即 微分 流 

形 M 的 实 系数 示 性 类 Pi(M), 至 多 相差 一 符号 而 已 ,所 以 
PH Fy) = (—1YPCM), 


于 是 关系 式 (9) 可 写作 
UH MD) — PMOUL UT OR MD) + tntp AM)=0. (9) 
定理 6. 如果? 维 微 分 流 形 M 可 微分 谋 人 于 R*Y 中 , 则 
PKCM) =0, 24 宇 N 一 pn 十 1 时 ， (10) 
这 里 PKCM) 是 微分 流 形 M 在 实 系数 上 的 对 个 Pontrjagin 示 性 类 , 夺 以 下 诸 关系 所 完全 定 
义 : 
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DS PHCM)U BHM) = (11) 
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0, 这 0 时 ， 
(i = 0 时 . 
证 .定理 在 >” 委 2 时 是 不 足 道 的 ， 今 先 设 # 之 2 是 奇数 ， 于 是 对 任 一 对 角形 人 在 
M Xx M 中 的 邻 域 V, 这 里 了 。 与 7 维 欧 氏 空间 拓扑 等 价 , 即 有 一 关系 式 如 (9'), 今 从 结构 
6 vy) 与 0( 久 Fy) 的 从 空间 如 (V) 与 QCV) 各 可 视 为 慌 M) 与 QCM) 的 子 空间 , 这 
里 OtCV) 到 6CM) 中 的 包含 映 象 即 由 《x, x ) 一 x ，x€ MM，《x, xD)ET7-， 这 一 映 象 
V 一 M 所 引出 , 而 因 7 与 0 中 每 一 po 都 可 交换 , 故 8 名 vy) 到 8CM) 中 的 包含 喘 象 1 又 
由 ?所 引出 , 由 此 得 XM) = TH,vKM)， 由 假设 从 定理 2 的 推论 可 得 KM) 万 NN 一 1， 
因 之 UIE,vCM)] 一 0， 经 过 一 容易 的 计算 即 从 (9 ) 得 (10) 式 . 
次 设 > > 2 是 偶数 , 如 果 M 可 微分 嵌入 于 RN 中 ， 则 积 流 形 M x L, 这 里 工 是 一 直 
线 ,也 将 微分 柑 入 于 RNY 中 , 改 从 前 一 情形 得 
FM X 工 ) 一 0，28D2N 一 2 十 工时， 
因 PRCM Xx 工 ) 一 ECM)G@L， 这 里 1 是 工 的 实 系数 单位 类 ;, 故 仍 得 (10) 式 . 
例 ， 设 P,(C) 为 复 二 维 的 复 投 影 空间 。 记 已 CC) 中 与 自然 定向 超 平面 所 定 下 同调 
类 相对 偶 的 二 维 实 系 数 上 同调 类 为 Xo, 则 对 P,(C) 的 自然 微分 构造 而 言 ，P,(C) 的 实 系 
数 Pontrjagin 示 性 类 为 


十 1 
PK(PAC)) 一 | ， J] 
而 PC) 的 实 系 数 对 偶 Pontriagin 示 性 类 为 
办 十 上 
PHCP(C)) 一 《一 1 六 ( ) URCXo). 


因 2k 之 # 时 PX(P,(C)) 二 0, 而 2k 生 nn 时 PX(P,(C)) 关 0， 改 由 定理 6 知 P(C) 不 
能 微分 柑 入 于 Re 中 ,注意 Whitney 的 一 个 定理 指出 PC) 总 可 在 R” 中 微分 嵌入 . 另 
一 面 ， 有 关 PC ) 不 能 府 入 RV 中 的 要 好 得 多 的 结果 已 由 许多 作者 用 更 精致 的 方法 所 获 
得 ， 特 别 可 以 提 到 Massey，Atiyah，Hirzebruch 等 

附注 1。 定理 6 事实 上 是 某 些 关于 Pontrjagin 示 性 类 的 所 谓 对 偶 定 理 的 直接 推论 ， 
虽然 这 些 对 个 定理 从 未 明确 地 在 文献 由 说 出 ， 但 可 参阅 Milnor 与 吴 文 俊 的 著作 [7] 与 
[11], 

附注 2， 上 面 所 说 的 方法 也 可 用 以 讨论 一 微分 流 形 在 另 一 微分 流 形 中 的 微分 漫 入 . 
因为 所 得 结 末 与 微分 嵌入 实际 上 相同 ,故我 们 不 再 深入 讨论 . 

附注 3， 如 果 不 学 不 碟 形 D 到 微分 流 形 的 微分 嵌入 ， 而 萎 虑 碟 形 D 在 一 空间 (或 一 
复 形 )M 的 拓扑 (或 半 线 性 ) 谋 入 时 ,我 们 也 可 得 出 象 定理 4 中 那样 的 拓扑 (或 半 线 性 ) 哑 入 
的 条 件 。 但 是 ,这 个 方法 尽管 形式 上 “可 行 ”, 要 使 它 真正 有 用 ”, 首先 须 找到 在 各 具体 情 
形 下 计算 同样 定义 的 数 z(M) 的 方法 才 行 ,特别 是 须 能 计算 欧 氏 空间 的 数 zx《MM) 才 行 . 
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历史 性 注 轰 


本 书 是 作者 从 1953 年 以 来 在 柑 人 与 有 关 间 题 的 工作 的 一 个 总 结 , 它 又 可 以 看 作 是 作 
者 在 1957 年 关于 这 一 理论 的 打印 本 基础 上 的 扩大 与 修订 本 ([121), 从 那 时 以 来 ,这 一 理 
论 已 扩展 到 了 同 痕 问 题 的 研究 〈 吴 文俊 [68 一 701)， 且 仍 在 继续 扩展 之 中 ， 特 别 是 由 于 
Haefliger 与 岳 景 中 的 工作 ,但 由 于 写作 上 的 困难 ,作者 不 得 不 把 内 容 局 限于 在 早期 大 部 分 
已 发 表 了 的 工作 ,他 也 不 得 不 舍弃 许多 重要 的 主题 , 例如 Zeeman 有 关 球 嵌 人 同 痕 癌 题 的 
理论 , Smale-Hirsch-Haefliger 关于 微分 流 形 微分 嵌入 等 的 理论 , 更 不 用 说 Atiyah-Hirzebruch 
与 Massey 等 许多 人 的 理论 了 ,这 些 理 论 尽 管 它们 是 特 出 的 ,由 于 它们 的 方向 都 很 分 歧 , 且 
与 本 书 所 用 的 方法 相距 甚 远 ,只 能 割爱 . 

第 一 章 ， 可 训 形 新 型 拓扑 不 变量 的 发 现 首 见于 吴 文俊 1 611, 所 谓 新 型 是 指 这 些 不 变 
量 一 般 是 非 同 伦 性 的 。 事 实 上 ,$$ 1 一 4 即 为 该 文 一 部 分 的 翻版 ， 原 则 上 六 ,R89, 等 等 
的 任 一 同 伦 不 变量 都 是 XX 的 一 个 新 型 不 变量 . 但是。 用 这 种 方式 所 导出 而 在 具体 问题 上 
已 显 出 重要 应 用 的 不 变量 , 就 作者 所 知 , 到 目前 还 只 是 本 书 中 所 提 到 的 所 谓 示 嵌 类 , 示 漫 
类 与 示 痕 类 等 而 已 ， 另 一 值得 注意 的 问题 是 : 如果 我 们 局 限于 流 形 时 ， 是 否 仍 有 这 一 类 
非 同 伦 性 的 不 变量 ? 这 种 不 变量 的 发 现 将 自然 地 导致 于 流 形 拓 扑 分 类 问题 的 重要 后 果 . 

第 二 章 。 空 间 在 周期 变换 下 的 理论 是 P. A. Smith 所 创立 的 ([45, 46])， 所 谓 特 殊 
同调 群 以 及 本 书 所 称 之 为 Smith 同 态 者 都 是 他 所 引进 的 ， 因 为 周期 变换 有 定点 时 的 情形 
较 无 定点 的 情形 要 复杂 得 多 ,所 以 我 们 把 这 一 理论 的 介绍 有 意识 地 分 成 两 部 分 ,把 一 般 情 
形 留 于 第 四 章 . 

对 于 一 个 空间 多 带 有 以 质数 ?为 周期 且 无 定点 的 周期 变换 + 时, 组 (多, 六 的 Smith 
上 类 也 即 是 以 厂 为 构造 群 的 某 一 纤维 从 的 示 性 类 , 它们 是 在 Eilenberg-MacLane 复 形 
K(7,,1) 上 宇宙 从 的 某 些 上 类 的 逆 象 ,其 详 可 参阅 例如 Seminaire Cartan, t. 3 《1950/1)， 
但 我 们 并 没有 采取 这 一 看 来 很 简单 的 观点 是 基于 下 面 这 些 原因 : 首先 ， 这样 一 个 宇宙 从 
的 方法 在 当 组 (区 ,z) 确实 具有 定点 时 是 不 适用 的 、 其 次 ,对 于 特殊 “下 ?同调 群 间 的 Smith 
同 态 与 特殊 "上 ”同调 群 间 的 Smith 同 态 一 样 ， 也 值得 同样 注意 ,但 对 前 者 即使 是 在 所 谓 
没有 定点 的 简单 组 情况 下 , 也 必须 从 组 (各, *) 本 身 来 进行 考虑 , 而 不 能 从 字 宙 组 导出 一 
切 ， 


本 章 中 的 取材 除 P. A. Smith 的 原著 外 ,还 有 其 他 许多 来 源 ， 例 如 ,关于 简单 组 CX,z 
的 特殊 同调 人 群 可 恒 同 为 底 空 间 XX 二 父 / 的 通常 同调 群 (系数 群 是 通常 的 或 局 部 的 ), 这 一 
瓜 归 于 Thom《[51])， 同 样 ，Smith 原来 的 理论 是 用 “下 同调 ”的 语言 来 叙述 的 ， 经 过 
Thom (同上) 以 及 Bott([13]) 的 改造 变 为 用 “上 同调 ”的 语言 来 表达 ,这 个 上 同调 语言 
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的 优越 之 处 , 可 从 作者 把 Smith 同 态 作为 与 Smith 上 类 的 上 积 这 一 解释 (1601) 中 看 出 ， 
而 在 第 五 章 中 更 为 显著 ， 我 们 也 从 廖 山 涛 的 工作 (I33，34]) 中 借用 了 特殊 群 间 的 特殊 
Kronecker 指数 这 一 概念 ,依赖 它 得 以 考虑 这 些 特 殊 群 间 的 对 个 关系 ,它们 在 第 四 章 与 第 
七 章 中 起 了 重要 的 作用 ， 

第 三 章 。 这 一 章 是 全 书 的 核心 部 分 ， 它 是 由 于 作者 在 发 现 第 一 章 中 所 描述 那 种 非 同 
伦 性 拓扑 不 变量 后 ， 寻 求 在 各 种 非 同 伦 桂 拓扑 问题 上 的 应 用 这 一 努力 所 产生 的 ， 这 种 非 
同 伦 性 扰 扑 问题 中 一 个 典型 的 问题 即 是 嵌 和 问题， Van Kampen 1932 年 的 论文 《153， 
541) 即 在 此 时 引起 了 作 考 的 注意 ,该 文 的 分 析 导 致 了 作者 关于 “ 示 赃 类 ”的 发 现 ([1621). 在 
那 时 示 嵌 类 是 作为 阻碍 象 第 五 章 那样 定义 的 , 也 由 Shapiro 在 [44] 中 以 同样 的 方式 引入 . 
在 $2 中 这 些 类 的 具体 表达 也 同样 为 作者 在 [62] 中 以 及 Shapiro 在 [441 中 所 得 到 , 通过 对 
这 些 具 体 表 达 式 的 观察 显示 了 这 些 类 与 Smith 周期 变换 理论 的 联系 , 而 这 导致 作者 建立 
了 一 个 研究 嵌入 及 其 有 关 问 题 的 一 个 一 般 原 理 ， 并 使 作者 得 以 把 整个 理论 建立 在 更 一 般 
的 基础 上 ， 本 书 以 及 它 的 前 身 [12] 即 是 以 这 一 方式 来 叙述 的 特别 是 使 我 们 可 以 对 任意 
质数 ?都 引信 @， 类 作为 Smith 类 来 定义 , 而 不 仅 是 只 在 p = 2 时 来 定义 示 杠 类 ,温和 与 
同 痕 的 研究 则 首 见 于 作者 的 [63], 并 在 [121 与 [68 一 70] 得 到 了 发 展 . 

第 四 章 ， 本 章 主要 定理 通过 Steenrod 平方 以 表达 谋 入 的 条 件 (4 4) 是 Thom 所 给 出 
的 (Thom [52] 定理 3.25)，Thom 定理 及 其 各 种 推广 之 可 以 从 第 三 章 $ 2 一 般 定理 导出 ， 
并 因此 而 可 置 之 于 本 书 范畴 之 内 ,这 一 事实 首先 由 作者 在 [63] 中 所 给 出 ， 

在 Thom 条 件 中 所 出 现 的 那些 运算 是 由 Thom 只 是 “形式 ”地 引进 的 ,这 些 运 算 同 时 
也 由 作者 从 关于 乘积 复 形 的 Smith 理论 的 联系 方面 引进 ,并 因此 而 称 之 为 Smith 运算 , 记 
之 为 Smtpy， 见 吴 文 众 [60]， 在 $5 中 所 证 这 些 运算 与 Steenrod 近 通 约 化 积 的 等 价 性 ， 
首 见于 作 老 的 [60] (以 及 【651), 且 由 此 可 引起 这 样 一 个 论点 ， 如 果 Richardson-Smith 能 
在 他 们 1938 年 的 著作 [43] 中 就 注意 到 他 们 的 工作 中 已 隐 含 了 这 些 运算 ,那么 1947 年 以 
来 ， 对 于 代数 拓扑 影响 如 此 重大 的 所 谓 Steenrod 党 的 发 现 将 可 以 提早 十 年 ! 因为 Smith 
理论 是 本 蔬 结构 中 的 基本 支柱 之 一 , 所 以 我 们 有 意识 地 把 重点 从 Steenrod 第 转移 到 Smith 
运算 上 , 而 把 这 两 者 间 的 等 价 性 后 移 到 55 中 讨论 . 

$2 中 所 给 出 wR。 中 特殊 同调 的 研究 是 Richardson-Smith 所 创立 的 (143])， 他 们 也 
给 出 了 定理 1 或 1 以 及 定理 3 中 的 分 解 ，Bott [131 与 Thomf51] 已 把 他 们 的 理论 改造 
成 上 同调 的 形式 ， 如 定理 2 与 4 所 示 。Thom 原来 的 证 明 曾 由 Nakaoka《[40, 41]) 予 以 
整理 后 详细 写 出 , 力 是 极其 繁复 的 , 而 且 还 用 到 了 一 些 艰 浅 的 概念 , 这 些 概 念 在 其 他 场合 
又 无 甚 用 处 , 我 们 这 里 基本 上 采取 了 Richardson-Smith 的 原 证 , 它们 的 上 同调 的 相应 理论 
则 依据 对 偶 性 推出 ， 这 种 对 偶 性 考虑 之 所 以 可 能 ， 则 是 由 于 应 用 了 廖 山 涛 所 引进 的 特殊 
Kronecker 指数 之 故 ， 

第 五 章 。 本 章 中 的 中 心思 想来 自 Van Kampen 的 论文 [53]， 示 髓 类 的 引入 , 则 见于 
及 文俊 [62] 与 Shapiro [44]， 示 淄 类 与 示 痕 类 作为 阻碍 的 类 似 概 念 则 系 吴 文俊 在 163 ] 与 
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469,70] 中 所 3 引入, 

象 在 $5 中 所 证 明 那 样 , 可 以 有 两 种 方式 来 引进 示 霸 类 ,一 种 是 作为 组 《jK 凡 ,tx) 的 
Smith 类 ， 另 一 种 是 作为 能 人 的 阻碍 . A. Haefliger 曾 指出 了 定义 这 些 类 的 第 三 种 方式 ， 
把 它们 作为 与 | 仿 这 在 | 玉 j 才 上 二 叶 复 迁 空 间 某 些 相关 球 纤维 丛 的 截面 阻碍 来 31 人 ， 参 闵 
例如 Haefliger 的 [24, 25] 以 及 他 在 Math，Rev.，23《1962) A 1381 中 的 评论 ， 其 中 提 
出 了 关于 同 痕 类 的 类 似 的 定义 ， 这 三 种 定义 方式 通过 Haefliger 的 工作 已 在 流 形 的 情形 产 
生 了 重要 的 成 果 ， 参 阅 Haefliger，Comm，Math，Helv.，37 (1962) 155 一 176 以 及 岳 景 中 
与 作者 的 某 些 短文 ， 但 我 们 遗憾 地 未 能 把 这 些 成 果 纳 人 于 本 书 之 中 . 

Shapiro 在 [44] 中 曾 宣称 他 的 阻碍 理论 可 拓 广 于 二 阶 阻碍 的 情形 ， 但 直到 现在 未 见 
有 所 发 表 ， 另 一 面 岳 景 中 《[74, 75]) 引入 了 二 阶 示 谋 类 的 概念 ,这 在 流 形 的 情形 正 可 作 
为 二 阶 阻碍 之 用 ,参阅 前 面 所 提 到 的 一 些 文献 . 

第 六 章 . 关于 $ 4 中 谱 入 的 主要 定理 原来 是 属于 Van Kampen 的 ([53, 54]), 但 他 
的 原 证 含有 一 个 严重 的 缺陷 , 直至 以 后 很 久 才 为 Shapiro《[44] 与 作者 [12，64]) 所 弥 
补 ， 这 个 弥补 之 所 以 可 能 是 由 于 某 些 Whitney 关于 使 微分 映 象 的 奇 点 正规 化 并 给 出 除去 
这 种 标准 奇 点 的 方法 .这 一 方法 已 被 Haefliger 作 了 深远 的 推广 ,由 此 关于 做 分 流 形 的 袜 
分 嵌入 问题 上 得 到 了 强 得 多 的 结果 。 把 这 一 Haefliger 的 还 论 推 广 到 复 形 的 线性 嵌入 上 
面 去 ,应 该 是 极为 需要 的 .但 这 方面 已 出 现 了 Weber 的 工作 . 

$6 中 同 痕 的 主要 定理 是 吴 文 俊 在 [68 一 70] 中 所 给 出 的 ，$ 5 中 关于 漫 入 的 主要 定理 
也 是 作者 所 得 ,但 在 这 里 尚 系 第 一 次 发 表 ， 

第 七 章 。 微分 流 形 上 示 性 类 的 引入 以 及 它们 在 有 联 入 问题 上 的 应 用 ， 最 早 是 Whitney 
的 而 且 已 经 成 为 经 典 了 ， 从 我 们 的 一 般 理论 以 导出 Whitney 流 形 的 嵌入 与 浸 人 条件 首 见 
于 作者 的 [63] 中 ,其 中 只 考虑 了 jz 一 2 的 情形 , 但 在 稍 后 又 推广 到 任意 质数 zy， 在 流 形 情 
形 下 各 种 条 件 的 等 价 问题 ， 即 Thom 用 Steenrod 窜 表 达 的 条 件 Whitney 用 示 性 类 表达 
的 条 件 , 以 及 作者 用 示 峰 类 与 示 漫 类 表达 的 条 件 等 , 这 一 问题 首次 由 作者 在 1956 年 北京 
举行 的 菜 次 会 议 上 提出 ， 这 些 条 件 的 等 价 ， 在 p = 2 的 情形 由 吴 振 德 首 先 获 得 了 部 分 证 
实 ， 一 般 情 形 曾经 过 不 少 的 研究 , 其 中 有 Fuks-Schwarz [23]，Haefliger [25]， 等 ， 但 完 
全 的 解答 只 见于 岳 景 中 文 172, 73]， 本 章 中 的 处 理 方 法 则 更 接近 于 吴 振 德 与 作者 的 早先 
工作 , 而 与 后 来 Haefliger 与 岳 景 中 的 处 理 方法 不 同 。 作 为 我 们 所 用 方法 的 副产品 , 特别 
可 以 提 到 $ 3 的 定理 6, 这 可 与 Brown，Patterson 等 最 近 关于 微分 流 形 示 性 类 间 存 在 关系 
所 得 的 结果 相 比 较 . 

$ 5 中 的 结果 也 是 作者 的 ,而 在 这 里 是 首次 发 表 . 
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附 录 
印刷 电路 与 集成 电路 中 的 布线 问题 


3 此 


前 


作为 本 书 示 赂 类 理论 的 一 个 实际 应 用 ， 本 附录 介绍 了 印刷 电路 与 集成 电路 的 布线 癌 
题 ， 集 成 电路 是 60 年 代 的 产物 , 70 年 代 则 发 展 为 大 规模 的 集成 电路 (LS DD, 它 的 出 现 改 
变 了 电子 计算 机 的 设计 思想 ， 在 应 用 分 离 元 件 的 时 代 ， 一 个 主要 的 设计 要 求 是 力求 采用 
最 少量 的 元 件 与 电路 ， 而 现在 则 已 认识 到 主要 矛盾 在 于 LSI 间 的 连接 而 非 元 件 与 电路 的 
数量 . 和 雪 开 有 天 元 件 与 电路 图 形 的 几何 斥 寸 以 及 性 能 与 工艺 等 因素 不 计 ， 则 连接 问题 或 
所 谓 布线 问题 在 数学 上 可 归结 为 一 个 线 图 在 一 个 或 几 个 平面 中 的 嵌 人 与 相连 的 问题 . 国 
外 有 些 专 著 把 这 一 问题 视 为 未 来 新 型 计算 机 设计 成 败 的 关键 , 虽 言 之 过 其 , 但 自 60 年 代 
初 以 至 最 近 ， 国 外 每 年 都 有 不 少 文献 探讨 这 一 数学 问题 ， 这 决 不 是 偶然 的 ， 就 作者 查 到 
的 文献 来 说 ,国外 远 未 解决 这 一 已 化 成 数学 形式 的 问题 ,更 不 用 说 需要 考虑 性 能 工艺 以 及 
多 快 好 省 等 其 他 许多 因素 了 ， 

作者 在 1966 一 1967 年 间 , 从 示 嵌 类 理论 入 手 , 部 份 解决 了 上 述 问 题 , 至 1973 年 算是 
彻底 解决 了 数学 方面 的 问题 ,并 脱离 了 示 嵌 类 理论 这 一 框框 ,所 得 结论 与 使 用 方法 曾 用 简 
报 形式 发 表 于 科学 通报 1974 年 第 5 期 226 一 228 页 ,题目 是 《线性 图 的 平面 嵌入 》, 本 附录 
征 这 一 简报 的 详细 论述 . 欢迎 有 关 同 志 把 本 附录 与 国外 类 似 文献 进行 分 析 比 较 , 以 资 鉴 
别 , 并 提出 批评 意见 ， 由 于 作者 接触 实际 少 ,更 乏 实践 经 验 , 同 时 写作 时 间 仓促 ,在 问题 的 
提 法 与 解法 要 求 上 与 实际 情况 有 所 出 人 是 很 自然 也 是 难免 的 , 陂 有 盼 有 关 同 志 指 出 缺点 错 
误 , 并 提出 新 的 问题 ,以 便 作 更 进一步 的 深入 考虑 ， 


I. 问题 的 提出 


1， 问题 的 背景 与 来 历 


集成 电路 的 出 现 产 生 了 第 三 代 计算 机 系统 ， 而 大 规模 集成 电路 的 迅速 发 展 又 促进 了 
第 四 代 计 算 机 的 出 现 ,印刷 电 路 或 集成 电路 以 及 大 规模 集成 电路 把 大 量 元 件 或 /与 门 电 路 
构成 于 一 块 半 导体 片上 . 在 这 些 元 件 或 /与 门 电 路 间 用 导线 相连 , 即 所 谓 布线 或 互 连 . 由 
于 这 些 导 线 不 能 相互 交叉 , 因此 , 即使 在 极 简 单 的 情形 ,要 在 一 个 平面 上 实现 布线 也 往往 
是 不 可 能 的 . 为 此 ,元 件 或 /与 门 电路 间 的 相互 布线 一 般 说 来 至 少 需要 两 层 才 行 . 这 样 就 


。213 。 


必须 采用 多 层 布 线 , 利 用 通 孔 将 不 同 两 层 上 的 布线 连接 起 来 ,或 则 采取 跨 接 与 穿 接 的 办 法 
来 避免 不 应 有 的 交叉 ， 

究竟 元 件 或 /与 门 电路 应 如 何 配 置 , 各 层 上 的 导线 应 如 何 布设 , 个 同 层 间 应 如 何 通 和 孔 
连接 ,或 应 在 何 处 跨 接 穿 接 , 即 现 在 所 称 布线 问题 的 主要 内 容 . 自然 , 在 这 里 我 们 将 元 件 
或 /与 门 电路 的 形状 大 小 ， 以 及 导线 的 粗细 长 短 与 是 否 过 密 等 这 一 类 内 容 已 略 去 不 加 芳 
碟 , 更 不 用 说 率 涉 到 电路 性 能 这 一 类 内 容 了 . 

作为 一 个 简单 的 实例 说 明 , 试 考虑 图 1(1) 所 示 一 个 通用 的 触发 器 电路 ， 电 路 中 有 : 


图 IC1) 
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晶体 管 2《T 1 一 2)， 
二 极 管 8 (D 1 一 8)， 
电 阻 10 (CR 1 一 10)， 
电 容 44C 1 一 2)， 
以 及 电阻 二 极 管 元 件 组 4 CDR 1 一 4). 
各 端 @ 指 地 ,中 一 @ 为 固定 电源 , @, @ 为 输出 端 0 与 90, CP 为 打 入 端 ,5 与 R 各 为 
置 位 与 复位 站 . 
显然 这 祥 一 个 电路 要 配置 在 同一 平面 县 上 是 不 可 能 的 . 由 于 电源 与 地 线 一 般 布 设 在 
与 逻辑 线 不 同 的 平面 层 上 ， 因 而 可 把 这 些 端 线 以 及 直接 相连 的 元 件 路 去 而 只 考虑 所 得 如 
图 1(2) 所 示 简 化 后 的 电路 即 可 . 
粗略 看 来 ， 如 果 我 们 将 原 给 电路 图 1(1) 或 简化 后 图 区 27 中 的 所 有 横向 导线 布设 在 
一 平面 上 ,所 有 纵向 导线 布设 在 另 一 平面 上 , 再 按 导 线 相 接 处 用 通 孔 相连 , 则 理论 上 任何 
复杂 的 电路 图 只 需 用 两 个 (或 三 个 ) 平 面 层 就 可 完成 布线 了 . 但 这 样 通 孔 数目 将 不 必要 地 
过 多 ， 而 通 孔 正 是 使 集成 电路 性 能 与 成 品 率 大 为 降低 的 重要 因素 之 一 。 因 之 这 种 做 法 不 
能 符合 实际 需求 而 需 另 砚 途径 . 这 正 是 问题 之 困难 所 在 . 
仍 回 到 前 面 图 K27， 注 意 各 输入 输出 端 需 配 置 在 平面 层 的 边缘 上 , 又 在 彼此 相连 且 
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无 元 件 阻隔 的 导线 上 电位 到 处 相同 ,这 些 电 位 在 图 中 记 作 V4 一 14 《在原 电 位 图 (1) 中 电 
位 为 了 0 一 18)。 由 于 不 考 虚 元 件 的 几何 形状 与 大 小 ， 我 们 可 把 这 一 简化 电路 图 改 成 图 
1(3) 那样 的 线 图 , 其 中 各 元 件 与 电位 都 用 点 表示 ，B 点 则 代表 边缘 , 容易 看 出 , 简化 电路 
的 布线 问题 与 这 一 线 图 的 布线 问题 完全 等 价 . 解决 了 后 一 问题 ， 即 可 获得 原来 问题 的 解 
决 方法 。 较 详细 的 说 明 可 参阅 例如 “Goldstein-Schweikert，Bell System Technical Journal, 
52 (1973), 135.” 

显然 ,即使 像 图 3) 那样 简单 的 线 图 ， 要 布设 在 同 一 平面 层 中 也 是 不 可 能 的 ， 为 了 
避免 出 现 不 应 有 的 交叉 ,必须 放弃 若干 连 线 , 把 它们 布设 在 男 一 个 (必要 时 另 儿 个 ) 平 面 层 
上 ,再 用 适 孔 或 跨 接 穿 接 与 其 它 部 份 慰 上. 但 究竟 应 放弃 哪些 连 线 , 使 余下 的 部 份 可 布设 
在 同一 平面 层 上 , 且 其 具体 的 布设 方法 如 何 , 致使 通 孔 或 跨 接 穿 接 的 数目 尽量 减少 , 则 决 
不 是 一 个 简单 的 问题 . 像 上 面 这 种 简单 的 实例 ,固然 不 难 通过 尝试 与 错误 (trial and error) 
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的 办 法 来 做 出 布线 方案 ,但 对 于 一 个 包括 成 日 上 于 个 元 件 或 /与 门 电路 甚至 更 多 的 复杂 情 
形 , 则 如 果 没 有 一 个 切实 可 行 的 方法 指导 系统 地 进行 布线 , 宣 目 的 尝试 将 是 不 可 能 的 .就 
作者 所 知 ,至 少 从 国外 公开 发 表 的 资料 看 来 ,文献 虽 多 ,但 问题 远 没有 解决 . 

本 附录 的 旦 的 ,在 于 给 出 彻底 解决 上 述 布线 问题 的 一 个 切实 可 行 的 方法 ,所 用 通 孔 数 
日 也 将 大 量 三 少 , 虽 不 能 保证 达到 最 小 限度 ， 

如 所 周知 ,多 层 布线 技术 是 大 规模 集成 电路 中 较 关 键 的 技术 ,导线 布设 是 印刷 电路 板 
设计 最 中 心 的 问题 ， 大 规模 集成 电路 技术 的 最 后 成 败 将 取决 于 这 方面 的 进展 和 革新 ， 而 
且 , 由 于 大 规模 集成 电路 互 连 的 复杂 性 ,还 需要 一 定 的 自动 布线 方法 .上 自动 化 布线 问题 的 
解决 ,将 使 一 台大 型 计算 机 的 设计 工作 ,只 要 把 一 些 必 需 的 返 辑 方程 式 送 入 一 台 较 小 的 计 
算 机 ,就 可 坐 而 竺 成 ,而 且 能 高 速度 地 拒 设 计 方案 传送 出 来 ,我 们 认为 ,本 附录 不 仅 提供 了 
这 样 做 的 原则 与 方法 ， 而 且 这 个 方法 是 切实 可 行 的 . 我们 项 望 在 不 久 将 来 看 到 这 个 方法 
的 具体 实施 . 


2. 问题 的 数学 形式 


从 上 节 已 知 集成 电路 的 布线 问题 可 化 为 把 线 图 布线 于 平面 中 的 数学 问题 ， 本 节 将 这 
一 数学 问题 以 较 明确 的 形式 重 述 于 下 ,首先 说 明 用 到 的 一 些 词汇 与 符号 ， 

所 谓 一 个 线 图 G, 是 指 一 些 点 ( 称 为 顶点 ) 以 及 这 些 顶点 之 间 的 某 些 连 线 ( 称 为 悉 ， 所 
连 的 顶点 称 为 各 的 端点 ) 所 构成 的 图 形 ， 在 试图 将 G 画 入 平面 中 时 ,规定 每 一 积 都 画 成 一 
个 线段 或 一 个 不 自 交 也 不 首尾 相 痰 的 折线 ,例如 ,一 个 秋 可 画 成 下 面 的 形状 : 


了 O35 
人 


图 [ (DD) 


我 们 规定 ,将 G 夯 入 平面 时 限于 下 面 的 方式 ， 对 G 中 任意 两 秩 , 画 人 平面 后 的 折线 除 
原来 可 能 有 公共 端点 之 外 只 能 在 相遇 处 相 蕉 , 即 相遇 之 处 不 在 折线 的 转折 处 ,而 在 折线 中 
段 , 且 在 该 相遇 处 相交 成 角 ， 记 画 入 的 方式 为 f, 则 称 f 为 G 在 平面 中 的 一 个 漫 入 , 记 作 
f: G < 平面 . 

所 谓 线 图 G 在 平面 中 布线 , 是 指 将 G 如 实地 画 在 平面 之 中 , 即 不 相遇 (或 只 有 端点 公 
共 ) 的 烤 画 人 后 的 折线 也 不 相遇 (或 只 有 相应 端点 公共 )， 这 一 般 是 不 可 能 的 。 如 果 可 能 ， 
我 们 就 说 G 能 在 平面 中 布线 ,或 G 能 嵌入 平面 ,或 说 G 具 有 平面 性 . 仍 把 画 人 的 方式 记 作 
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f, 则 称 了 是 G 在 平面 中 的 一 个 嵌入 ,并 用 记号 f: G C 平面 来 表示 ， 显 然 谋 入 也 是 一 个 浊 
入 ,但 浸 人 不 必 是 嵌入 ， 

如 果 工 是 G 的 一 个 子 图 ,在 把 GC 画 入 平面 成 为 一 个 漫 入 时 , 对 了 来 说 是 一 个 嵌入 , 但 
对 于 在 CG 中 而 不 在 7 了 中 的 那些 秋 来 说 ， 画 入 后 至 多 除 原 有 可 能 的 公共 端点 外 都 不 再 与 
相 温 , 则 称 这 一 画 法 / 为 相对 于 的 混入 , 记 作 f:G < 平面， 

设 线 图 G 具有 平面 性 而 ,2 是 两 个 嵌入 ， 如 果 在 f, 8 下 各 先 画 成 的 折线 形状 长 短 
各 不 相同 ,但 相互 位 置 关系 相仿 。 则 我 们 将 过 直 视 f, 为 相同 的 嵌入 而 不 加 区 别 。 例 如 ， 
有 四 个 顶点 0, 1， 2, 3 以 及 三 个 秘 01, 02, 03 的 人 字形 线 图 ,可 以 嵌入 成 以 下 各 种 图 形 : 


1 1 0 
人 入 | 
\ 2 
2 3 > 3 
2 
1 
0 3 0 
~ 
3 1 : 
3 
0 
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图 工 (5) 
这 些 嵌 人 都 可 视 为 与 下 面 的 两 嵌 人 相同 
1 0 3 1 
| 3 
图 I (6) 


但 如 果 把 以 上 各 图 中 的 1, 2 两 顶点 互 易 , 则 所 得 诸 嵌入 彼此 相同 ,而 与 以 前 诸 谋 入 相 异 . 
易 知 入 字形 线 图 的 不 同谋 入 恰 有 这 样 两 种 . 
设 T 是 G 的 子 图 而 1, 8 是 G 相 对 于 了 的 两 个 温和 人, 如 果 在 上 面 意义 下 f, 8 限制 在 了 
的 嵌入 是 相同 的 , 则 称 f, 8 相对 于 工 是 相同 的 浸入 
若 f, 2 是 G 的 相同 谋 入 , 则 记 作 f ~ g， 若 ,8 相对 于 工 是 相同 的 混入 , 则 记 作 jg， 
就 本 附录 有 关 的 布线 或 嵌入 问题 来 说 ,不 妨 对 线 图 G 作 以 下 限制 ,以 后 不 再 交待 : 
限制 1。 C 是 连通 的 , 即 C 不 能 分 解 成 两 个 没有 项 点 公共 的 子 图 ,或 即 对 任 两 顶点 在 
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G 中 至 少 有 首尾 相继 的 一 组 秆 构成 一 个 连接 这 两 顶点 的 通道 ， 
限制 2。G 不 能 分 解 成 两 个 只 有 一 个 顶点 公共 的 子 图 . 
限制 3。G 中 连接 两 个 顶点 的 种 至 多 只 有 一 个 . . 
于 是 ， 以 印刷 电路 或 集成 电路 布线 为 背景 的 数学 问题 可 概括 为 关于 线 图 的 以 下 几 个 

河 题 : 

1. 平 面 化 问题 . 
从 线 图 G 的 诸 毯 中 挑 出 一 部 份 ( 称 为 非 平 面 性 部 份 ), 使 亡 余 部 份 所 成 线 图 G( 称 为 平 

面 性 部 份 ) 可 布线 , 即 嵌入 于 平面 中 ， 

2. 具体 布线 或 具体 由 入 问题 . 
对 十 已 知 可 埃 入 于 同一 平面 中 即 已 知 有 平面 性 的 线 图 G', 给 出 在 平面 中 具体 嵌入 的 

方法 . 

3. 布线 或 嵌入 分 类 问题 ， 
对 能 嵌入 的 线 图 ,将 所 有 可 能 的 不 同谋 入 方法 列举 出 来 进行 分 类 ， 
为 解决 以 上 庄 间 题 ， 须 先 在 理论 上 给 出 一 个 线 图 可 在 平面 上 布线 或 具有 平面 性 的 判 

谁 。 这 样 的 判 准 还 须 是 切实 可 行 的 , 即 可 表达 成 带 有 程序 性 的 算法 ,以 致 所 有 挑 出 非 平 面 

性 部 份 以 及 将 所 余部 份 具 体 布线 的 方法 都 可 编 成 程序 ， 因 而 得 以 在 电子 计算 机 上 给 出 其 

体 方案 .最 后 这 一 步 将 称 为 机 器 化 问题 . 

上 述 整 个 问题 可 表达 成 下 图 所 概括 的 几 个 部 份 ,解决 办 法 见 以 后 各 章节 . 


图 工 (77 


诺 问题 的 解决 途径 约略 可 说 明 如 下 . 

一 个 没有 通路 (也 称 闭 图 ) 的 线 图 称 为 一 个 树 形 。 树 形 之 能 嵌 人 平面 是 显然 的 ， 而 一 
个 一 般 线 图 G 之 所 以 不 能 嵌入 平面 主要 是 由 于 G 中 有 着 众多 过 路 所 引起 ， 因 之 我 们 的 广 
法 在 于 在 G 中 任意 选择 一 个 尽 可 能 大 的 树 形 T。 称 了 工 中 的 毯 为 树 乱 , 外 的 禾 为 外 秘 , 先 
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将 了 用 例如 方式 任意 刻 人 平面 ， 再 将 诸 外 秩 逐 一 添 人 以 考查 是 否 能 扩充 为 整个 G 的 所 
入 ,必要 时 放弃 若干 外 悉 并 改变 工 的 原来 谋 入 f, 以 使 扩充 成 为 可 能 ， 

在 第 开 章 中 我 们 对 树 形 的 谋 人 进行 了 分 类 . 第 I 章 分 析 了 一 般 线 图 G 在 所 择 树 形 了 
已 炭 人 后 扩充 为 G 的 嵌 人 时 所 遇 到 的 矛盾, 由 些 获 得 G 上 共有 平面 性 的 判 准 与 算法 ,并 给 出 
了 图 C7) 中 间 题 T, IT, IE 的 解答 .第 IV 章 则 给 出 将 所 余 平 面 性 部 份 媒 入 平面 的 具体 作 
计 , 见 解答 问题 IV， 最 后 ,第 V 章 列 淮 了 所 有 可 能 的 具体 嵌入 .， 

我 们 的 解决 方法 都 切实 可 行 且 带 有 程序 性 ， 因 而 可 据 以 机 器 化 ， 其 中 一 部 份 已 由 数 
学 研究 所 吴 方 同志 帮助 编 成 程序 并 在 DJS-21 机 上 试 过 ,其 余部 份 则 尚 在 编 试 中 . 


LL. 树 形 的 怠 入 问题 


1， 树 形 的 嵌入 


问题 ， 者 了 是 一 树 形 , 则 了 工 必 可 嵌入 平面 ,但 可 有 多 种 不 同 的 圣人 方法 ， 例 如 一 个 皇 
图 形 可 如 图 HH(1) 有 四 种 不 同 的 嵌入 法 ,依次 记 为 及, 户 六: 


如 1 fz fs 


1 | i 


图 (1) 


又 如 一 个 X 图 形 如 图 IC2) 有 六 种 不 同 的 嵌入 法 ,依次 记 为 中， …，85. 

间 对 任 一 树 形 了 ,如 何 确定 它 的 不 同谋 人 方法 . 

剖析 ， 考 虑 工 的 任 一 顶点 ” 与 以 z 为 端点 的 任 三 ( 依 一 定 次 序 排列 的 ) 树 午 #,#;,. 
这 称 之 为 一 个 三 秩 组 , 记 作 《4 不 2。 例如 在 五 图 形 中 , 有 三 积 组 《4,613> 与 《t,t4,15>， 
在 X 图 形 中 有 三 釉 组 《#1,t,t3》， 《ao 六: 站)《bsba>， 其 余 的 三 积 组 都 由 这 些 
组 中 三 个 竺 改变 排列 次 序 而 得 ,可 以 不 再 芳 虞 ， 

给 定 一 个 媒 入 f:7 CC 平面 。 一 个 三 乱 组 《4,2 的 三 个 午 六 站 在 了 下 绕 ” 旋 转 
的 次 序 可 以 是 反 钟 向 也 可 以 是 顺 钟 向 的 ,例如 对 瑟 图 形 的 谋 入 fi,…',f', 各 三 秩 组 旋 向 的 
顺 反 可 列表 如 下 : 
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H 图 形 三 针 组 旋 向 顺 反 霄 


《六 ?82， 13> 


OO 人 CC 人 CC GG 


Chiytas ts> 版 反 

2 2 8 

pl: A 822 
训 
73 1 
fs 
1 i 
8 加 8 
8 ts fl ge 
7 A 
图 工 (2) 
同样 对 X 图 形 有 下 表 : 
图 形 三 入 组 旋 向 顷 反 囊 


C11 t214> 反 到 肥 顺 顺 顺 
Ci ds,14> 反 顺 反 反 顺 顷 
C12,13,14> 反 顺 师 反 反 顺 


显然 两 个 嵌入 fi C 平面 与 六 :T C 平面 是 否 相同 可 由 各 三 瑟 组 在 / 下 与 在 了 下 的 
旋 向 是 否 相同 来 加 以 区 别 ， 由 于 旋 向 恰 有 有 顺 反 两 种 不 同情 形 , 故 可 用 一 个 模 2 数 (0 或 1) 
来 标志 其 不 同 .为 此 ,对 任 -一 嵌入 六 7 忆 平面 与 三 秩 组 《55,4》 引入 一 旋 向 数 各 使 

i | tis Lithk 在 f 下 依 反 钟 向 旋转 时 ， 

“465 在 并 下 依 顺 钟 向 旋转 时 . 
17 
} 显然 有 
EY 


frr = fiin + Ep, 


这 里 
0， 卫 是 偶 排列 时 ， 
和 本 P 是 奇 排列 时 . 
对 于 所 有 的 三 积 组 《3;, 志 5, 太 > 这些 相 应 的 旋 向 数 或 简称 旋 数 jix 构成 一 个 模 2 数组 ， 
在 互 图 形 为 (相差 一 排列 的 诸 三 悉 组 只 保留 其 中 一 个 ,下 同 ): 
Gi, fs). 
对 于 嵌入 天,… ,所 , 这 一 数组 依次 为 : 
(0,1), (0,0), (1,1), (1, 0). 
同样 ,对 X 图 形 在 嵌入 g:X C 平面 下 有 一 相应 旋 数 组 
(Bin ，8ga4，8ba，5247。 
对 于 柑 入 g'，…*,g', 这 一 数组 依次 为 : 
(0, 0, 0, 0), (0,0,1,1), 
(1, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 0)， 
(0, 1,1,0), (1,1,1,1). 
显然 ,对 于 一 个 确定 的 树 形 了 ,不 同 的 嵌入 将 有 不 同 的 旋 数 组 ， 例 如 互 图 形 的 不 同 娠 
人 入 恰 与 不 同 的 旋 数 组 相对 应 ， 其 种 数 为 2 一 4。 但 并 不 是 每 一 个 数组 都 是 某 一 艇 人 的 旋 
数组 , 例如 对 XX 图 形 , 数组 (8z，go，8ga，8gza) 可 取 2 一 16 种 不 同 的 组 值 , 但 实际 上 只 
有 6 种 组 值 才 能 成 为 散人 的 相应 旋 数 组 .这 说 明 这 些 旋 数 间 必须 满足 某 种 制约 关系 ， 从 
上 表 可 知 ,一 个 关系 是 : 
8 士 824 十 ga 十 854 一 
或 
gin 一 gi 十 gs + go. 
因而 gi 由 gs gs go 完全 确定 ， 这 反应 了 如 下 事实 : 把 的 位 置 固定 , 则 #5, 中 任 
两 秋 与 4 的 旋 向 如 果 已 定 , 即 gz giw， gz 的 值 已 定时 , 1sts 的 旋 同 完全 确定 ， 即 gm 
的 值 也 因 之 而 定 ， 但 除了 上 述 关 系 外 ，(guat， ga gs) 的 值 也 不 是 完全 任意 的 , 因为 它们 
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有 2 二 8 种 不 同 的 组 值 ,而 嵌入 的 方法 只 有 六 种 ,这 说 明 ga ga 8zm 还 有 其 他 必须 满足 
的 关系 。 在 解决 这 一 问题 之 前 ,我 们 先 引 入 树 根 的 概念 ,以 使 间 题 简化 如 下 : 

任 取 树 形 的 一 个 自由 端 0, 称 之 为 树 根 ,于 是 任 一 不 同 于 0 的 顶点 vz， 在 树 形 中 由 
v 至 0 恰 有 一 通道 , 记 之 为 已 。 在 通道 P 上 也 ”为 端点 的 树 毯 记 为 声 。 设 清太 ,站 为 了 
中 以 vz 为 前 端 ( 即 自 O 出 发 到 #; 时 先 到 达 的 端点 ) 的 任意 三 秋 ( 见 附 图 (3)), 由 前 知 ,fix 
由 fois furts foik 完全 决定 : 


fir = fo for + foin, 


图 I (3) 


因而 对 于 刻 划 树 形 的 嵌入 ,可 吻 数 组 (fix) 为 个 数 较 少 的 数组 (f,;;)， 为 此 ,我 们 将 fi; 简 
化 记号 为 
一 fi;, 
这 里 
及 一 记 士 ] 
且 
| ty, tis 4 在 ff 下 反 钟 向 排列 时 ， 
中 ,40 #4 在 并 下 峰 名 和 排列 时 
仍 称 方 为 旋 数 (相对 于 选 定 的 树 根 O 而 言 )， 这 些 旋 数 构 成 一 个 旋 数 组 (fi;), 在 组 中 
每 一 对 以 同一 顶 扣 作为 前 端的 两 个 树 秋 二 捕 保 留 了 一 个 旋 数 户 或 思 。 例 如 ,在 互 图 中 取 
的 自由 端 为 树 根 0 ,在 和 图 中 取 二 的 自由 端 为 树 根 0 , 则 对 谋 人 上 瑟 C 平面 与 8g:XC 平 
面 的 旋 数 组 可 各 取 为 
(Fs, 145) 与 (gag 8%). 
综合 上 述 , 于 是 有 下 面 的 结论 ， 
媒 树 术 ， 对 于 树 根 为 0 的 树 形 了, 任 一 霸 入 f 确定 一 组 诡 数 (f;;)， 两 个 嵌入 f,g: 了 CC 
平面 是 否 相 园 可 视 相应 旋 数 组 (fi;) 与 (gi;) 的 完全 相同 与 否 而 定 : 


| f~g < (fi) = (gn) | 
以 下 假定 工 的 树 根 Oo 已 选 定 , 所 有 旋 数 均 对 选 定 的 树 根 2 而 言 . 
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2， 旋 数 关 系 (特殊 情形 


问题 ， 设 总 #, 站 为 以 同一 顶点 ”为 前 端的 任 三 树 毯 ,由 于 太 ， 大 ,万 的 每 一 数 均 可 
为 0 或 1 , 故 数组 (jy, fins fni) 可 有 八 种 不 同 的 组 值 , 但 二 六, 太 在 地 下 的 不 同 旋 向 只 有 
六 种 ,因而 Cfij,fixsf4;) 的 八 种 组 值 中 至 少 有 两 种 实际 上 不 可 能 出 现 . 换言之 , 在 户 ) 帮 3 刀 ， 
间 必 然 存在 某 种 关系 作为 制约 , 试 求 这 种 关系 的 具体 表达 形式 . 
《特殊 ) 旋 数 术 ， 若 树 秩 #i, #, 以 同一 顶点 为 前 端 , 则 量 
Qs) = fifir TF fiafi + fafai 


Qsalf) 一 1 


有 满足 这 一 关系 的 不 同 数 组 (fi, fix, fx) 恰 有 六 个 ， 各 与 &;, t,t 在 平面 中 六 个 不 同 的 
确定 旋 向 相对 应 . 

注释 如 前 记 自 > 至 树 根 O 通道 P, 上 以 v 为 端点 的 树 积 为 靖 。 在 其 人 了 下 自 志 起 
作 反 钟 向 旋转 时 #5, 太 的 次 序 可 有 六 种 不 同方 式 , 记 其 相应 方 等 值 列 作 下 表 ， 


时 , 必 有 


情 形 下 反 钟 向 次 序 fii fig fi 
(C1) to tis tis th 0 0 1 
(2) 于 to plist tj 0 1 1 
(3) lo ty 9th st 1 0 0 
(4 to fististk 1 0 1 
(5) 加 0 1 0 
(67) fo 3 ] 0 


从 表 中 可 看 出 ， (fs;, fix, fri) 不 能 取 的 数组 为 


情形 1 下 反 钟 向 次 序 fi pn fas 
(7) 不 可 能 出 现 0 0 0 
(8) 不 可 能 出 现 1 - 1 1 


今 尝 试 作 ,fins fri 的 代数 式 F (系数 是 模 2 数 )， 合 对 前 六 组 值 都 有 FF = 1 而 对 后 
二 不 可 能 取 的 数组 有 = 0. 显然 了 不 能 取 为 及， 太太 的 一 次 式 ， 其 次 对 二 次 式 进行 
尝试 ,此 时 二 次 项 
i=fy, F=f fii= fi 
而 对 上 八 个 数组 的 二 次 项 拓 fi 等 值 依次 可 列 成 下 表 : 
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由 表 知 合 于 条 件 的 一 个 代数 式 是 
启 大 十 大户 十 fufe. 
本 文中 的 9 人 即 由 此 而 来 ， 据 以 上 分 析 ,自然 得 出 术 文 ， 


3， 旋 数 关 系 (一 般 情 形 ) 


(一 般 ) 旋 数 术 ， 设 1，……,# 为 以 同一 顶点 2 为 前 端的 任意 树 和 材 .由 前 (特殊 ) 旋 数 术 
知 , 对 其 中 任意 三 秆 ,#1 t, 在 撕 入 f: 了 己 平 面 下 应 有 
Qua fifa tt fixfii + fal = 1. 
换言之 ,引入 一 组 ( 模 2) 未 知 数 (i, ;二 1，…, si 关门 
Pi = pi t+ 1, 
并 置 (i, 1 8 一 1，… 5 且 互 不 等 ) 
OP) 一 pip + Piapii + ts 
则 数组 (fi;) 应 是 方程 组 
(0) Qiatp) = 1 
的 一 个 解答 ， 
不 仅 如 此 ,这 组 方程 的 不 同 解答 恰 与 f 下,，……, 的 不 同 旋 向 次 序 相对 应 ， 
注 炎 . 在 s 二 3 时 ,方程 组 (0) 只 有 一 个 方程 0a(p) = 1. 这 时 已 知 《0) 的 解答 与 


Ey 


f 下 4, 加 的 旋 向 次 序 相对 应 . 在 :之 3 时 :方程 组 (9) 9 让 数 为 [ ]) ,san 


3 
fii 十 om 代为 人 让 郊 碍 有 2 和 因而 虽然 对 每 一 旋 向 次 序 有 一 确定 的 方程 组 
2 
的 解答 ,但 反之 是 否 对 每 一 组 解答 有 一 确定 的 旋 向 次 序 与 之 相当 ,并 不 显然 . 本 文 指 出 答 
案 是 正面 的 , 即 解答 与 旋 向 次 序 完全 对 应 。 为 此 对 ， 用 为 纳 法 验证 如 次 . 
设 (qi) 一 《ci 《ci 一 co 十 1 一 1 3) 是 方程 组 (0) 的 一 组 解答 。 如 前 
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记 通 道 P, 上 以 4 为 端点 的 桩 壬 为 fpy 又 记 由 is fs ‘sik 所 构成 的 星 状 树 形 为 Ths 由 


归纳 假设 已 知 , 有 嵌入 1:T,, 平面 使 


fi = eis (一 1, ,$s 1). 


设 在 f 下 fvy fly * "st 依 反 钟 向 旋转 时 次 序 为 fy fi ""*) fy 这 里 (Ci, “" 


(1,…*, 5 一 1) 的 一 个 排列 ， 于 是 有 
fimis = 0 (mm <n 127 一 1 一 下 
设 co ci "*， Gis 中 最 早 一 个 去 0 的 是 ci,,;, 即 
Cs cs = 0, 


一 二 


Cipts 


图 [Tt (4) 


由 于 对 g > p + 1(c#) 注 足 方程 0;,, 49) = 1, 故 有 等 式 


Cippiig Cipts 十 Cigscigipr, + ciorcsia = 1, 


Cipnig — fiptia = 0, 
Cigipor 一 jp+ 一 ]， 
co 一 0， 
故 得 
cs 一 |， 
今 作 嵌 和 请 zC 平面 使 在 f 下 4 位 于 4 与 4 之 间 , 则 显然 有 
fi 二 cs 一 1 一 上 


邑 有 嵌入 ( 见 图 [1 (4)): 
天 了 二 平面， 
使 原来 解答 《ez7 一 《csi) 与 在 f 下 反 钟 向 的 旋 向 次 序 
tos 有 
相对 应 ,至 此 验证 完毕 . 
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"a 2) 是 


4. 树 形 柑 人 的 比较 


问题 。 为 对 树 形 了 的 所 有 嵌 人 进行 分 类 , 首先 需 对 任 两 嵌入 大 了 C 平面 与 8:T 己 平 
面 进行 比较 , 试 邯 虑 比较 的 方法 . 

树 形 比 嵌 术 , 设 廊 TC 平面 , 8:TC 平面 .对 以 同一 顶点 v 为 前 端的 任 两 树 重 1i, #， 
置 

Ej = fi gi. 
则 仍 以 二 表 遂 道 P, 上 以 2 为 端点 的 树 秋 时 ,有 
0， 在 f, 8 下 tz,,#i,t; 旋 向 相同 ， 

本 在 f, 8 下 ,t,t 旋回 相反 . 
显然 ,数组 (gi;) 足以 比较 f,8 两 媒 入 的 异同 : 


1~s <> 所 有 | 


注意 ,与 启 二 fii 十 1, gi 一 gii 十 1 不同, 在 诺 8 间 有 关系 


i 


8 一 Eji, 


从 这 些 数 的 几何 意义 可 看 出 其 理由 ， 


5， 树 形 嵌入 的 分 类 


问题 . 设 工 是 树 形 , 则 了 必 可 能 人 平面 ， 试 对 不 同 的 能 和 人 进行 分 类 ， 
剖析 .由 比 幅 术 , 两 个 不 同 的 嵌入 
f:TC 平面 , g:TC 平 面 
可 由 诸 数 
En™— Ei fit gi 
确定 ,因而 若 任 取 一 嵌 人 庆 TC 平面 , 则 任 一 其 他 嵌 人 将 由 数组 (sz5) 叭 一 确定 .然而 诸 数 
8; 不 能 是 任意 的 , 因为 依 旋 数 关系 , 对 于 任 三 以 同一 顶点 "为 前 端的 树 生 ii, #, 机 , 应 有 
Ga fafi +t fafis + flu = 1 
以 及 
Qin(8) = giBik + Bingii 十 gg 好 一 1 
后 者 也 可 写作 
(fi + gi)fix + Ex) + Cfir + ex) (fii 2) + fii + er + Ey) = 1, 
换言之 , 若 引 入 一些 《 柜 2) 未 知 数 
则 (8j) 应 是 下 面 一 组 方程 的 解 : 
(fi xi) (fir Tt xin) 十 《大 十 客人 (有 十 2 + fri 4 ra) fe + re) = 1, 
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反之 ; 若 (xi;) 一 《85) 是 上 组 方程 的 一 个 解答 , 则 
(pi) = (fi + 80 
满足 方程 组 
(0) pipir 十 pirpii t+ Prpw = 1. 
因而 由 一 般 旋 数 术 , 对 于 任 一 顶点 v, 有 一 嵌入 使 通道 P, 上 的 i, 以 及 以 2 为 前 端的 诸 树 
千 在 此 嵌入 下 有 一 确定 旋 向 使 相应 旋 数 即 为 上 述 诸 数 思 + eu。 今 作 嵌 入 g:T C 平面 使 
在 & 下 每 一 顶点 处 诸 毯 的 旋 向 都 恰 如 上 述 , 则 显然 有 
8 一 有 十 sa 
由 此 得 到 下 述 结 论 . 
检 树 术 . 设 :7 忆 平面 是 树 形 工 的 一 个 固定 找 入 , 则 工 在 平面 中 的 所 有 不 同 嵌 入 与 
下 述 方程 组 的 解答 《zy 一 zj0): 
《xi 一 《8 


Qix (fx) = 1 | 


Qlfsx) = (fi + ra) ir + xin) 
+ Cfig +t xix) Cfis + xi2) 
+ fas 十 xa) Cfis + zi， 
诸 方 程 则 与 以 同一 顶点 为 前 端的 三 重组 G4, #44》 相对 应 ， 


一 一 对 应 ; 


II 线 图 的 伐 入 问题 


1 交 截 数 


举例 .已 知 任 一 树 形 必 可 嵌入 平面 ,但 若 线 图 中 有 闭 圈 ( 或 称 巡 路), 霹 入 就 不 一 定 可 
能 . 或 者 即使 可 能 , 若 将 线 图 中 所 含 树 形 庶 人 后 , 是 否 可 将 嵌入 扩充 至 所 余 诸 悉 , 也 当 视 
树 形 的 嵌入 是 否 适当 而 定 ， 

例如 设 线 图 G 有 五 个 顶点 ws wi，……, v4 和 六 个 悉 4，……, 44,e1， ews 其 中 4 连结 ww 
号 Vi(i 二 1，'…, 和), ceo 与 ca 各 连结 wm 2 与 oa 2， 命 旭 ,大 所 成 树 形 为 了 . 若 府 
入 工 在 反 钟 向 旋转 时 依次 为 ,4, ,4 则 可 有 三 种 不 同 的 方式 扩充 这 一 局 入 至 整个 线 图 
G, 见 附 图 I (1)。 但 若 柑 入 工 在 反 钟 向 旋转 时 依次 为 ,t,t 如 附 图 IIC2), 即 不 能 
将 这 一 散人 扩充 至 G, 原因 其 为 显然 : 若 先 扩充 eu 的 柑 人 , 则 不 论 嵌 和 人 成 图 IIC3) 或 图 
TI(3), es 与 ,三 所 图 成 的 闭 轿 将 把 平面 分 成 内 外 两 部 份 ,vw 与 mw 必 一 在 闭 圈 之 内 而 另 
一 在 闭 图 之 外 .因而 将 连结 v3,w 的 es 谋 入 平 画 时 必 将 与 闭 财 相交 而 不 能 得 一 扩充 至 整 
个 线 图 G 的 赔 人 ， 
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II (2) 图 开 (3) 图 II G3Y 


上 面 提 到 了 这 样 一 个 事实 : 平面 上 的 任 一 闭 圈 把 平面 分 成 内 外 两 部 份 . 同 在 内 部 
《或 同 在 外 部 ) 的 任意 两 点 都 可 用 完全 处 于 内 部 (或 外 部 ) 的 折线 相连 结 . 但 帮 两 点 一 在 内 
部 而 另 一 在 外 部 , 则 任 一 连 线 必 与 圈 线 相遇 ， 

这 一 事实 国外 通称 Jordan 定理 .我 们 认为 可 过 直 称 之 为 Jordan 公理 ,作为 定理 来 
加 以 证 明 , 不 是 绝对 必要 的 ,事实 上 ,在 平面 拓扑 学 中 这 也 是 作为 平面 公理 系统 的 公理 之 
一 来 引入 的 。 即使 在 Hilbert 的 初等 几何 学 公理 系统 中 ， 也 有 好 几 条 颅 为 要 政 的 平面 次 
序 公理 ,其 作用 犹如 这 一 Jordan 公理 . 

以 下 将 上 述 直 观 的 经 验 事 实 称 为 闭 圈 原 理 . 它 是 线 图 有 时 不 能 嵌入 平面 的 根本 原 
因 , 也 是 布线 之 所 以 成 为 问题 的 根本 原因 . 

以 后 ,我 们 还 需要 下 面 较 一 般 的 形式 , 例 见 图 II(4): 


图 I (4) 
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设 平面 上 有 一 闭 轿 C 以 及 C 内 部 (与 外 部 ) 若 干 通 向 C 面 互 不 相遇 的 折线 ， 则 平面 上 
不 在 5 上 与 这 些 折 线 上 的 点 构成 两 个 区 域 Dn 与 Dn, 各 以 C 以 及 这 些 分 别 在 C 内 与 C 外 的 
折线 为 其 边界 集 , 记 作 Dn 与 Da， 同 在 Dn 与 Da 或 同 在 Dx 与 Ds 的 任意 两 点 总 9， 可 用 一 
折线 /在 <C 内 部 或 外 部 相连 ,而 这 一 折线 ! 至 多 除 p, 4 外 都 不 与 Dw 和 Da 相遇， 但 若 p， 
4 分 处 Ds 与 Dy， 则 任 一 连结 z, 4 的 折线 必 与 C 相遇 ， 

此 外 ,我 们 并 将 引入 交 截 数 的 概念 ,使 闭 较 原理 有 定量 的 扒 述 

交 截 术 ， 平面 上 一 图 线 C 分 平面 成 内 外 两 部 份 . 若 折线 ? 的 两 时 P, 9 都 不 在 C 上 ， 
而 /与 5 在 每 一 可 能 有 的 交点 处 相 截 , 则 P, gq 同 在 C 内 部 或 同 在 C 外 部 时 , 1 与 5 的 交 截 
点 数 必 为 偶数 . 反之 , 猴 了, 4 一 在 C 内 而 男 一 在 C 外 时 ,1 与 C 的 交 截 点数 必 为 奇数 .这 
一 基本 事实 也 可 用 公式 表达 如 下 : 

引入 7 与 C 的 模 2 交 截 数 (简称 交 截 数 ): 

0， 上 与 C 交 截 点 数 为 偶数 时 ， 


1， /与 C 交 截 点 数 为 奇数 时 , 
又 引 人 模 2 数 : 
1 P 在 C 外 部 时 ， 
次 p C= 
1， P 了 在 C 内 部 时 ， 
交 (1， C) 一 次 rpC 十 次 oC 
又 平面 中 只 在 可 能 有 的 交点 处 相 截 的 任 两 线 图 1，2 也 可 定 一 ( 模 2) 交 截 数 , 记 作 交 
(71, 4)， 且 这 些 交 截 数 是 加 法 性 的 ,例如 
交 (CU 一 交 ( 2) 十 交 (4, 13). 


2 方法 概述 


G 定 一 遵守 12 中 那些 限制 的 线 图 ,需要 考虑 G 在 平面 中 能 和 否 谋 和 的 问题 .在 G 无 闭 
图 即 为 一 树 形 时 , 详 入 问题 已 由 I 完全 解决 。， 前 节 例 中 已 指出 , 对 于 一 般 的 线 图 C, 霸 入 
问题 的 困难 力 是 由 闭 圈 所 引起 .这 些 考 虑 导致 我 们 采用 下 述 方法 . 

在 G 中 选择 一 个 含有 G 中 所 有 顶点 的 树 形 , 称 为 G 的 最 大 树 , 记 为 了， 相对 于 一 固定 
的 了 来 说 ,了 中 的 策 称 为 树 积 , 记 为 1,#, 等 。G 中 不 属于 了 的 积 将 称 为 外 悉 ， 记 作 e。, ej 
等 ， 若 外 笋 es 的 两 端 为 a,a', 则 在 工 中 有 一 唯一 的 通道 连结 a 与 a, 记 作 P。。 闭 圈 esUP。 
记 作 C。. 

我 们 的 方法 可 概述 如 下 . 

先 将 了 工 任意 嵌入 平面 , 记 嵌 人 为 大 了 C 平面 . 然后 考虑 将 了 扩充 至 诸 外 悉 e。， 一 般 
说 来 ,这 是 不 可 能 的 . 我 们 将 引入 一 ( 模 2) 数 组 来 定量 描述 这 一 不 可 能 的 程度 .这 种 不 可 
能 或 者 是 由 于 原来 族人 上 的 选择 不 适当 所 引起 ( 见 前 举例 )， 或 考 由 于 线 图 G 的 内 在 矛盾 
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所 引起 .我 们 将 引信 另 一 ( 横 2) 数 组 来 定量 刻 划 这 些 内 在 矛盾 , 这 两 数组 间 关 系 的 确定 ， 
导致 能 否 改 变 原 来 的 嵌入 大 了 忆 平面 ,使 扩充 至 整个 G 的 霸 人 成 为 可 能 ， 

在 描述 树 形 了 的 嵌入 时 ， 由 工 知 ， 若 事先 选 一 树 根 可 有 许多 方便 ， 又 由 于 在 演 试 将 
f:TC 平面 扩充 至 诸 外 毯 ees 等 时 , 需要 考 芒 eo, ee 嵌入 平面 后 的 交 截 数 。 若 co。 es 有 
公共 端点 ， 则 嵌入 时 交 截 数 的 叙述 较为 繁琐 为 了 避免 出 现 丙 个 外 毯 有 公共 顶点 这 种 情 
形 , 凡 及 为 了 和 桂 和 根 的 引 和 人， 特 先 将 线 图 G 与 最 大 树 了 加 以 适当 改造 。 先 举 两 例如 次 《 实 线 
为 最 大 树 ,虚线 为 外 秩 ): 

例 1，Kuratowski 线 图 KK, 


(改造 前 ) 《改造 后 ) 
I (5) 
例 2。Kuratowsiki 线 图 K;, 


《改造 六 》 《改造 后 ) 
图 II (6) 

总 的 说 来 , 线 图 的 改造 包括 两 个 方面 : 

(1) 将 任 一 外 秋 ec 分 成 三 段 。 在 e。 两 端的 两 段 归 人 最 大 树 T, 中 间 的 一 段 则 作为 
新 的 外 毯 . 若 c。 的 基 一 端 不 再 有 其 它 外 毯 , 则 这 一 端的 一 眉 也 可 省 去 . 

《2) 在 工 中 任 取 一 点 mw( 不 必 为 顶点 ) 并 添 入 一 顶点 0 作为 树 根 以 及 目 根 0 至 m 的 
一 个 树 笋 . 

显然 ,第 一 各 改造 对 于 线 图 的 嵌入 无 丝毫 影响 . 对 于 第 二 种 改造 ,如 果 vw 是 一 个 《 义 


“23T。 


点 , 即 在 处 惟有 下 个 毯 ,对 原 线 图 的 每 一 嵌入 , 改造 后 的 线 图 恰 有 《个 不 同 诺 入 与 之 相 
当 , 因 而 解决 了 改造 后 线 图 的 嵌入 问题 ,同时 也 就 解决 了 原来 线 图 的 谨 入 间 题 . 

电 于 上 述 , 我 们 就 已 经 改造 的 线 图 ( 仍 记 之 为 6) 与 最 大 树 ( 仍 记 之 为 了 ) 进行 讨论 ， 
引入 的 树 根 记 作 0, 这 时 G, 了 等 具有 以 下 诸 性 质 : 

1. 目 最 大 树 工 的 任 一 自由 端 出 发 ,至 多 只 有 一 个 外 牧 ， 

2. 任 两 外 策 均 无 公共 端点 . 

3. 在 树 根 0 处 无 外 生 , 

以 下 假定 G, 7 与 根 0 已 固定 ,不 再 声明 . 


3. 予 盾 数 


问题 ， 设 f:7 CC 平面 ， 一 般 说 来 , f 不 能 扩充 为 整个 线 图 G 的 嵌入 六 G C 平面 ,使 
7 了 三思 问 如 何 刻 划 这 种 不 可 能 的 程度 ， 
扩充 术 ， 设 任意 扩充 f 为 相对 于 了 的 漫 入 7:G 咏 平 面 , 使 HY = ， 对 了 外 的 任 两 
外 毯 co，ep， 
交 (fCes), FCep)) 
与 扩充 方式 无关, 而 由 冲 T 即 f 完全 确定 , 记 之 为 fs， 于 是 


| 帮工 各 平面 可 扩充 为 关 G 己 平 面 ,使 冲 T 三 1 <> 一切 fwo 一 0 


由 此 知 , 数组 (6g) 可 作为 能 否 扩充 上 了 忆 平面 为 整个 G 的 嵌入 的 一 种 量度 ， 换 言 
之 ,使 了 不 能 扩充 为 C 的 庶 人 的 内 部 矛盾 暴露 于 外 时 可 通过 数组 (fo) 表 现 出 来 . 为 此 , js 
将 称 为 相应 于 六 了 C 平面 的 矛盾 数 ，(f。p) 称 为 矛盾 数组 ， 
注 析 ， 设 六 :6 忆 平面 是 fT C 平面 的 男 一 扩充 。 不 妨 设 六 (eo) 与 人 ep) 想 夫 (一般 
情形 容易 归结 于 此 ), 因 树 T 与 co 在 了 与 地下 都 不 相遇 , 改 
交 (fCeo), J(eg)) 一 交 (Feo), FC2)), 
交 (f (es), fep)) 一 交 (f (eo), FCe)), 
又 折线 蕊 ca), 了 (es) 有 相同 端点 , 故 由 交 截 术 CUI 1) 知 , 右 端 两 式 相等 由 此 得 
交 (fC es), jes)) 一 交 (Ff (e,), jCes)). 
同样 有 
交 (f (ee), fCep)) 一 交 (Feo), fep)), 
故 
交 C(eo), 了 (ep)) = 交 (feo), 大 eco))， 
即 交 CfCe。), 六 ep)) 与 扩充 方式 无关， 这 说 明了 符号 fo 的 合理 性 ， 
显然 ,在 大 7 C 平面 可 扩充 为 整个 G 的 炭 和 时 应 有 一 切 jes 二 0， 反 之 也 容易 由 归纳 
法 验证 如 下 : 
将 一 切 外 悉 任意 排列 成 一 次 序 e,，……, ei, 将 树 深入 el,…, cr《 对 = 二 1,………, 工 ) 
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后 所 得 线 图 记 作 Gk， 又 置 6 一 了 ， 设 1:T CS 平面 已 扩充 为 一 嵌 人 (= 大 CoC 有 平 
面 》: 
及 :G4 C 平面 ， 
|T = 
试 考虑 继续 扩充 到 Gkxi 的 可 能 性 ， 按 其 GX) 分割 平 面 成 若干 区 域 , 设 为 D1,'…, D,。 设 
ert 的 两 端 为 CR 十 19 4X 41 而 fiCarr) 一 prtis ACAHD 一 Pht1. 将 pr， Parr 在 平面 中 任 
以 一 折线 1 相连 而 使 ! 除 prns Part 外 不 与 CT) 相遇 且 与 每 一 不 (ei) 至 多 相 截 ， 每 一 
区 域 D; 的 边界 集 D; 由 一 闭 圈 C; 以 及 若干 在 C; 内 通 向 C; 而 互 不 相遇 的 折线 所 构成 ,而 
Cj 又 由 扩 (T) 的 一 部 份 以 及 若干 (Ce)(1 和 7 筷 避 所 组 成 , 设 为 有 (ei), 7 一 1， 0D)， 
折线 则 全 由 树 秆 所 组 成 . 
由 假设 知 (下 面 符号 指 foo, 应 不 致 混淆 为 万 7): 
ft = = ftv = 0, 

沽 而 


{i) s(7) 


交 (1, C7) = 之 交 (1, fCe;))) 一 fe j= 0. 


由 此 据 一 般 形 式 的 闭 圈 原 理 知 : 若 p41 在 某 一 区 域 D; 的 边界 且 在 闭 圈 Cj; 的 内 部 ， 则 
zx+l 也 将 同 在 Ci 的 内 部 ,因而 在 C; 内 部 可 将 prxisprr 用 一 折线 Ui+t 连结 使 As 与 树 形 
jCT) 除 so 名 外 不 相遇 , 且 Wisi 不 与 任 一 了 Cey)，…' ,JCex) 相 过 , 故 可 将 和 扩充 至 
ern 得 fi; Gxt 忆 平 面 使 


frenrr) = Lins 


fi | Gi 三 i. 
依次 进行 即 可 将 f 扩充 为 整个 G 的 说 入 
7 : 6G 己 平 面 ， 
HT =1. 
验证 完毕 ， 
4. 基本 关系 式 


问题 . 设 :了 C 平面 ， 则 了 能 否 扩充 为 媒人 : G C 平面 使 HT = 的 可 能 程度 
由 矛盾 数组 (fp) 刻 划 ， 另 一 方面 ， 矛 盾 的 产生 导 涛 于 工 的 嵌入 f, 而 这 一 嵌入 可 由 数组 
(fi) 该 划 ( 见 前 I)， 在 外 部 表现 (js) 与 内 在 原因 (f;;) 之 间 必 有 关系 。 试 求 这 些 关 系 的 
明确 表达 式 . 

基本 关系 术 . 对 于 了 的 任 两 自由 端 4 与 5, 命 T 中 连结 a, 6 与 根 0 的 通道 Ps, Py 首 
次 相遇 的 顶点 为 v, 命 在 T 中 连结 2 与 4,5 的 通道 Ps, Ps 上 以 v 为 前 端的 树 禾 为 4, 4， 
“引入 记 号 
fos 一 万， 
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显然 有 
fas 一 fea 十 1, 


例如 在 附 图 IE《77 中 有 


I (7) 


fos= fi= 0, 
设 外 秩 e。 的 两 端 为 ae，2 : ce。 二 24 ， 
外 午 cp 的 两 端 为 2， p 。 “8 一 00 ， 
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图 IT (8) 
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则 有 基本 关系 式 : 


fog 一 los 十 fosr 十 fars 十 farpr 


式 中 右边 与 Qa, As 的 次 序 无 关 , 也 与 2， a 的 次 序 无 关 ， 又 了 两边 都 与 0 入 的 次 序 无 关 . 

| 注 析 ， 任 意 扩充 f:TC 平 面 为 jG 心平 面 ,就 下 O 在 刚 线 Cg 一 cpUPs 的 内 外 以 及 
P, 与 Cs 的 相对 位 置 关系 可 有 以 下 几 种 如 图 I (8)i-w 所 示 的 不 同情 形 ， 其 它 情形 可 由 交 

换 8, 2 而 得 ， 


心 
E> 
一 一 -Ar 一 总 
~ 全 
全 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
OO 
~ 
Sa > 


(8); 


A 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 忌 
= ay 
i 
心 
到 
Sn 与 ~ 
里 


(8 J 
(8)10 
三 ”一 一 一 一 了 了 一 了 
| 
2 1 一 -一 一 
| ; 
1 l 
1 1 
o 1ep cpl Oo 
! § 
| 1 | 
a 1p | a \ 
(8)1 由 i ) 
(8)12 


图 II (8) 
引入 记号 
fo8 一 fas 十 fos 
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则 依据 这 些 情形 可 列 成 下 表 : 


上 表 中 jw 一 1， 若 jw 一 0, 则 只 需 将 fs, fo 的 值 互 易 即 可 ,此 外 幻 须 变更 . 
由 表 可 知 ,不 论 何 时 都 有 
fap = 次 。 jC Cp) 十 次 。 7 Cg). 


同样 有 
fars 二 次 m1Cp) 十 次 o。 (Cp), 
相 加 得 
fog 十 for = 次 ,了 (Cp) 十 次 .大 Ce)， 
由 II 1 交 截 术 ， 
上 式 二 交 (f(eo), 闪 Cp)) 二 交 (feo), (es)) = fog. 
故 
fog = fop TF far = fos Tt far t fors TF farsr. 
此 即 基 本 关系 式 ， 


5。 线 图 嵌 人 第 一 基本 定理 


问题 ， 试 从 :7 C 平面 所 定数 组 (fi) 求 了 可 改变 为 g:7 己 平 面 而 8 可 扩充 为 整个 
G 的 藤 入 的 充 要 条 件 . 
剖析 . 任 两 嵌入 1, g: TC 己 平面 的 异同 可 由 一 数组 《sz) 确定 ( 见 工 中 的 树 形 比 谋 术 
与 嵌 树 术 ), 此 处 
ej = Ei = fi gs 
又 对 g :了 己 平 面 由 13 扩充 术 已 知 8 可 扩充 为 整个 CG 的 谋 和 的 充 要 条 件 .. 由 此 易 得 
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fT C 平面 可 改变 为 g:T C 平面 而 外 可 扩充 为 整个 C 的 嵌 人 的 充 要 条 件 . 
详 言 之 , 设 妃 g:TC 平 面 任意 ,对 了 工 的 任 丙 自由 端 ,2 命 ,2 到 根 〇 的 通道 P,, Ps 最 
初 相遇 的 顶点 为 >。 连结 > 与 a, 65 的 通道 P,。 P,s 上 以 "为 前 端的 树 和 针 设 为 二 二， 则 置 
Eab ™— Eij, 
又 对 任 两 外 重 c。 一 a0,ep 一 地, 置 
Eap — Eas 十 Eso'y 
Ev 一 Bop 十 Earp, 


E08 — Eab 十 Eap’ 十 Earp 十 Ea'p’, 


则 显 有 
Esp 一 Epbas 
Eap 一 Epas 
Enb 一 Epoy 
E08 一 Epa E08 F Bap — Enp + Enp. 
由 


gjy =— fit es 
依据 诸 符 号 的 意义 以 及 IT 4 的 基本 关系 术 可 得 
8o 一 js 十 8ops 
gap 一 jp 十 Eap. 
因而 由 扩充 术 , 若 f 可 改变 为 g: 工 己 平面 而 8 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入, 则 gw 一 0, 或 即 
E08 一 fog. 
今 依 工 5 引入 一 组 ( 模 2) 未 知 数 xp 一 wp 又 对 任 两 的 自由 端 4,6 与 任 两 外 秋 。。= 
oa secp 一 引 ,， 置 (7 意义 同 前 ) 
Yap 一 Xijy 
Xap 一 Kay 十 Kop’, 
Xab 一 Xas 十 Xarp, 
Yop — Kap TF Kapr 十 Xars 十 Korp’s 
则 显然 有 
Xap 一 Xbay 
Tog 一 Xpas 
Xog 一 Xpo 一 Kap 十 Karp 一 Kos + Yopr, 


于 是 上 述 g:7 C 平面 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 的 条 件 可 表 为 : 《ss) 应 为 下 方程 组 


(1), Xap = fop 
的 解 ， 又 据 世 5 其 树木 ,〈sz) 还 应 满足 以 下 方程 组 : 
CII) QinCf, x) 一 1， 
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其 中 saCf, x) 为 一 与 以 同一 顶点 为 前 端的 仁 积 组 4 5 六 相对 应 的 二 次 式 . 

反之 , 若 (5;) 满 足 这 两 方程 组 , 则 依 (ID 与 嵌 树 术 可 据 sy 以 改变 f 为 一 嵌入 g:7 忆 
平面 使 

gi = fi + ei, 
其 次 依 (1), 有 
go8 = 0. 

因而 由 扩充 术 可 将 8 扩充 为 一 整个 G 的 嵌入 . 

综合 上 述 可 得 出 问题 的 完全 解答 如 下 : 

线 图 嵌入 术 (第 一 基本 定理 )。 对 于 以 任意 同一 顶点 为 前 端的 任 两 树 秩 2, #1; 引入 一 
模 2 未 知 数 x 一 xj;, 又 对 了 的 任 两 自由 端 *, 8 与 任 两 外 和 针 ce。, es 引入 

Xap 一 Kap 十 Kap 十 Yat 十 Yarprs 

其 中 ,#4 为 自 a, 至 0 的 通道 P,P; 上 以 初次 相遇 的 顶点 为 前 端的 两 树 禾 ,而 es 一 22”， 
cs 一 b， 对 每 一 对 外 秘 c。，es 引入 方程 


(I) Yap 一 fops 
又 对 每 三 以 同一 顶点 为 前 端的 树 毯 t;, #, t 引入 方程 
(II), OixCf,*) 一 1， 


此 处 
Oialf, x) = (fs + rfin + xn) 
十 《j 十 xia) Cfis + xii) 
+ Cfis 十 xDCj + zi 
则 了 : 工 C 平面 可 改变 为 g :了 己 平 面 而 8 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 的 充 要 条 件 为 方程 组 


CD (ID 有 解 ， 
| 能 嵌入 平 面 <> (Du GDD, 有 解 | 


简 言 之 有 
这 一 结论 将 称 为 线 图 嵌 和 人 第 一 基本 定理 . 

若 已 得 (D/， GD 的 一 组 解答 (x;;) = 《8;), 则 视 si 一 | 或 0 而 确定 是 否 改 变 fi tj 的 
旋 向 , 即 可 俯 f 得 一 确定 的 嵌入 g:7 了 C 平面 而 8 可 扩充 为 整个 G 的 嵌入 ,如 扩充 术 所 示 ， 
6. 不 能 柑 人 平面 的 线 图 实例 

问题 ， 举 出 一 些 不 能 在 平面 中 典 和 的 简单 线 图 ， 

Kuratowski 实例 。，Kuratowski 《波兰 数学 家 ) 在 1930 年 兽 举 出 过 两 个 这 样 的 线 图 , 记 
作 天 KK,, 见 图 II(5), (6)。， 我们 将 依据 前 面 线 图 嵌入 术 对 K,, Kk; 进行 分 析 并 证 实 KK 
与 K; 不 能 能 人 和 平面， 
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先 若 虑 玉 ， 为 此 选 一 最 大 树 了 并 依 I 2 改造 天 且 作 大 天 平面 如 图 (9) (参阅 


图 TI(5)), 


相当 于 方程 组 (ID 有 : 


(e1, 02): 
《ely es): 
《ezy 63): 
(eu es): 
《cy er): 
《eaye 人 7): 


图 [D1 (9) 


xs, 十 223 十 X13 十 X12 一 0， 


Xs,13 十 YX65 一 0， 
x92 十 X45 二 1， 
Xs,13 十 X67 一 0， 
Xion 十 Xe 一 0， 


X912 十 Xe 一 0， 


易 见 上 述 方程 组 无 解 ,因而 K, 不 能 嵌入 平面 ， 
但 知 弃 去 * 必 因而 也 同时 奔 去 kao)， 则 对 余下 的 线 图 K;(《 见 图 I (10)) 在 1 下 的 相 
应 方程 组 (Dj 只 含有 前 面 三 个 ,这 时 (1D 显然 可 解 ， 因 (I1)y 并 不 存在 , 故 知 Ki 必 可 嵌入 


平面 


IT (10) 


。 239 。 


为 求 得 Ki 的 不 同 嵌 入 , 可 先 求 得 (DD) 的 一 般 解 答 如 下 : 
ra 十 x 十 XU = Kg 一 Kas, 


X912 一 X45 十 1, 


无 损 于 一 般 性 ,不 妨 设 
Xn = Ys = 0,， 
于 是 有 两 组 不 同 解 答 如 下 : 
(1) X 一 2 sts X= 0, ro = 1, 
(2) X22 一 X30 xa= rs re = 1, 


相应 的 树 形 柑 入 见 图 I (11), (12). 


CO 
[有 fy 
如 is 1 
1; fa is 
112 
ty 
Fis 
II (11) 图 II (12) 
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| 1 
4 
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1 } 
1 1 
i ] 
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了 4 
Ly we es re ee eh os a se | 
1 
7 ey 
i me te ol RD Ge ee ee me ra em emp ea ee i mp en ea ee et 
1 
C1 


Th 
Be 


ey 


PT ET ET be he | 
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每 一 树 形 的 嵌入 都 可 扩充 为 Ki 的 嵌入 ,例如 在 情形 (1), 可 扩充 成 四 种 不 同 的 嵌入 如 
图 三 (13) 所 示 ( 树 根 已 省 去 )， 

闻 样 ,在 情形 (2), 也 可 得 出 四 种 不 同 的 扩充 .与 图 TI (13) 的 四 种 扩充 一 起 共 8 种 ， 
概括 了 Ki《 即 KK 除去 。 后 所 余 线 图 ) 在 平面 中 一 切 可 能 的 不 同 嵌入 

其 次 考虑 第 二 种 Kuratowski 线 图 有 (参阅 图 IT (6))， 为 此 ， 取 树 形 工 并 改造 K, 且 
作 :K; < 平 面 如 图 IEC14)， 


IT (14) 


方程 组 (IT 含有 15 个 方程 如 下 : 


(ei, ea: 
《eu cs): 
《cayc3): 
《et e4): 
《ez ce): 
《ea 64): 
(e1, es5): 
《ea 65): 
《ea 25): 
(eay 65): 
(es eo0): 
《eaye6]: 
《ea ee: 
( 03, ee): 
(es, ee): 


X12 十 za 十 Xa 十 X12.13 一 0， 
xi 十 2 十 2 十 xm0 一 0， 
x23 十 X24 十 X34 十 xs0 一 0， 
Xs 十 X15, 一 0， 

X57 十 xi.3 一 ]， 

xz5 十 xs 一 工 

Xe 十 X11 一 0， 

Xe7 十 xi = 0， 

X67 十 xs0 一 

xss 士 xy5 十 Xe 十 20 一 0， 
X910 十 X1416 一 0， | 

ro 十 X33 二 1， 

xy 十 ys0 = 0， 

X910 十 X1415 一 0， 


X910 十 Ki 一 1 . 


易 见 上 述 方程 组 无 解 ,因而 K; 不 能 嵌入 平面 .但 若 弃 去 ee 《因而 也 弃 去 ,14), 即 易 
K; 为 图 II(15) 人 (16) 的 Kz, 并 取 最 大 树 7' 与 漫 入 f:K， 安平 面 如 前 , 则 相应 的 方程 组 (1 
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系 由 前 面 10 个 所 组 成 ， 易 见 此 时 《IT 有 解 ， 


图 {Il (15) 图 [LI (16) 


无 损 于 一 般 性 ,可 设 


Xa = Ka = X04 = 0, 
此 时 方程 组 (D; 的 一 般 解答 为 
Ty = XH = Xa = X80 一 X23 
xx%5 二 xX» 十 1， 
对 于 方程 组 《11);, 此 时 有 相应 于 
(1 = 123), (124), C134), C234), (567), (11, 12, 13) 
等 共 6 个 方程 , 注意 当 i 和) 二 时 ,由 于 
fj = fa™= fx = 10, 
相应 方程 变 为 
Xi1T 庆 二 Xi 十 Xi 二 一 0， 
不 难 验证 , 由 于 (1) 的 解答 需 采取 前 面 所 述 形式 , 诸 方程 (II); 都 自然 满足 , 因 之 天: 必 能 
庶 入 平面 . 
由 此 知 方程 组 C1);, CID; 的 解答 实质 上 只 有 以 下 两 组 (在 无 损 于 一 般 性 的 假定 x 一 
zy = xu = 0 FF): 
C1) X= YB = Xl = 1 = Xa = Xt = rg = N20 = 0, 
YX5% = X9 Ne 一 N21 = Xu = Kists = 1, 
(2) n= XB 一 Ky 一 t= tg = tg = Xi = Av = Xs,y6 = 0, 
Xa 一 Ky Xa = ya0 一 N33 一 1, 
因而 7' 在 平面 中 只 有 两 个 不 同 的 嵌入 .从 这 两 个 7' 的 嵌入 不 难 获得 Kz 在 平面 中 的 所 有 
不 同 柑 入 方法 . 
不 仅 K!，K; 不 能 对 入 平面 , 凡 含 有 K, 型 或 K, 型 子 图 的 线 图 都 不 能 嵌 和 人 平面， 而且 
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Kuratowski 还 证 明了 其 道 , 即 下 述 定理 (证 明 从 略 ,可 参阅 Kuratowski，Sur le probléme des 
courbes gauches en topoiogie，Fund， Math.，15(1930) 271 一 283) 或 线 图 理论 的 一 般 书 籍 ， 

Kuratowski 线 图 嵌入 术 . 若 一 线 图 G 含有 一 子 图 如 Ki 或 K;, 例如 图 TEA17) 中 以 
粗 黑 线 表 出 的 子 图 即 为 一 K, 型 线 图 , 则 由 上 述 G 显然 不 能 能 和 平面， 反之, 若 G 不 含有 任 
意 天 , 或 天 ; 型 的 于 图 , 则 G 必 能 菩 人 平面 , 即 


G 能 嵌入 平面 二 > G 不 含有 Ki 或 Ki 型 子 图 | 


图 i (17) 


7， 线 图 嵌入 第 二 基本 定理 


向 题 ， Kuratowski 霸 入 术 给 出 了 一 个 线 图 G 能 柑 和 人 平面 的 充 要 条 件 , 但 这 种 判 准 并 不 
是 切实 可 行 的 , 因为 线 图 比较 复杂 时 , 难以 判断 是 否 有 天 : 或 K, 型 子 图 隐藏 其 中 (参阅 图 
I (17))。 另 一 方面 , II 5 中 的 线 图 嵌入 术 (第 一 基本 定理 ) 给 出 了 另 一 个 切实 可 行 的 判 
准 , 把 判断 G 能 否 谋 入 平面 归结 为 茶 方 程 组 (0D; 与 (11); 是 否 有 和 解答， 并 可 得 出 根据 解答 
的 具体 内 入 方法 . 但 方程 组 中 (1)) 是 线性 的 ,容易 处 理 , 《II) 则 是 二 次 的 ,比较 难 办 ， 试 
简化 方程 组 以 获得 较 简易 的 嵌入 判 准 . 

剖析 .由 Kuratowski 替 入 术 与 实例 的 注释 可 知 : 设 G 中 有 一 K, 或, 型 的 子 图 G'， 
在 G 中 可 选 最 大 树 形 工 以 G' 的 最 大 树 形 工 为 子 树 ， 不妨 设 G, G6' 都 已 改造 使 T, 7T' 具 
有 相同 树 根 . 任 作 f: 7 C 平面 , 并 置 几 7 二 了, 则 相应 于 G, 7 与 了 的 方程 组 (ID)y 含有 
G' 相应 于 7' 与 了 的 方程 组 (1)y 为 其 子 组 . 因 《〈《I)* 无 解 , 夏 (Dj 也 无 解 . 由 此 知 , 当 (7) 
有 和 解 时 , G 必 不 能 含有 任 一 Ki 或 K; 型 的 子 图 ， 仍 由 Kuratowski 嵌入 术 知 ,此 时 G 必 能 族 
人 人 平面, 由 第 一 基本 定理 并 知 此 时 不 仅 《了 ID/ 有 人 解 ， 且 (1)y,(I1D; 联 立 起 来 的 方程 组 也 必 
有 解 . 但 需 注 丢 ， 并 不 是 (1); 的 任 一 解答 都 可 作为 《1);, 《11)) 联 立 起 来 的 解 ， 

总 结 上 述 , 有 下 面 的 结论 : 
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线 图 嵌入 术 ( 第 二 基本 定理 ) , 设 线 图 G, 最 大 树 形 工 与 树 根 0 如 前 . 任 作 说 入 f:7 


平面 ,并 作 相 应 方程 组 
《ID xop 一 fap, 
《IIy， Qaatf,*) = 1, 
则 
G 能 尝 人 平面 寺 > (ID 有 解 ] 
由 此 并 知 


(Dj 有 解 一 > (DGID 有 解 | 


IV. 《平面 性 ) 线 图 的 具体 典 入 


1， 问 题 说 明 与 方法 概述 


问题 . 仍 设 线 图 G 与 最 大 树 形 工 如 前 ， 其 中 G 满 足 52 中 的 限制 条 件 , 而 6G, 7 已 改 
造 如 IIT2, 树 根 为 0， 任 作 嵌 入 f :了 己 平 画 , 从 了 可 作 两 方程 组 : 

(CD; Yop 一 fop, 

(I), Qix(f,*) = 1. 
由 II7 线 图 嵌 人 术 (第 二 基本 定理 ) 已 知 方程 组 (1); 有 和 解 时 , TD， (ID 联 立 起 来 的 方程 
组 也 有 解 ,因而 依据 II 5 的 线 图 圣人 术 ( 第 一 基本 定理 ), 可 改变 了 为 另 一 嵌 人 g:T 了 C 平 
面 并 扩充 8 为 6G 的 一 个 嵌入 . 但 是 ,在 建立 II7 这 一 结果 的 过 程 中 须 借助 于 Kuratowski 谱 
入 术 (I 6), 而 局 者 只 是 一 纯 理 论 的 结果 , 并 非 切 实 可 行 ,为 此 提出 下 面 的 问题 : 重新 建 
立 HI7 的 线 图 嵌入 术 使 不 依赖 于 Kuratowski 的 结果 、， 上 且 从 《Dy 的 一 组 解答 获得 《ID)， 
《ID 的 解答 时 ,应 该 依照 确定 步骤 进行 , 因而 切实 可 行 , 即 可 编 成 程序 使 用 电子 计算 机 以 
获得 所 需 解答 . 

方法 概述 ， 为 了 解决 上 述 问题 ， 使 得 从 一 个 只 满足 (I7) 的 解 出 发 能 获得 一 个 同时 
满足 (ID，《ID) 的 解 ， 我 们 将 把 了 以 及 (Dj 的 解 s 一 (8;) 逐步 改变 某 些 sz 的 值 ， 使 满 
足 (ID 中 的 方程 逐步 增多 ， 而 改变 后 的 sz 仍 满足 (Dj。 为 此 先 引 入 以 下 的 符号 与 概 

设 有 f:T C 平面 与 数组 s 二 (8;)，es 是 一 外 牧 , 两 端 为 4, a。 在 树 形 工 中 ,连结 a， 
a 与 树 根 O 的 通道 为 P。, Ps', 连结 a, a 的 通道 为 PP， 记 已 , Ps 的 公共 部 份 在 P。 上 的 顶 
点 为 we 即 Ps 站 Po 一 Po， 顶点 vo 将 称 为 Ps 的 占 点 (有 时 也 称 为 es 的 歧 点 ), 记 Pu 上 以 
.为 端点 的 格 毯 为 4。 

我 们 称 (f, 6) 对 ee 合格 ,如 果 以 下 诸 条 件 满足 : 

条 件 1， 对 任 一 不 同 于 6 的 外 釉 oo, s 二 (ei) 满足 (Dj; 中 与 (eo, es) 相应 的 方程 ， 
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即 有 fs = 86p. 
条 件 2， 对 以 P。 上 同一 不 等 于 v 的 顶点 为 前 端的 任 三 树 笋 志 , #。&， 若 其 中 之 一 在 
P。 上 , 则 8 二 (8;) 即 满足 (ID 中 与 (ay 4 t) 相应 的 方程 ，9ix(J, x*) 一 1， 
条 件 3， 对 以 P。 上 同一 顶点 w 为 前 端的 任 三 树 牧 #, #;, 区， 车 其 中 两 个 在 P。 上， 则 
8 一 《8j) 即 满足 Cy 中 与 (4, 二， tt) 相应 的 方程 :Of x*) 一 1. 
如 果 数 组 。 一 《5) 文 是 (Dj 的 解答 且 满 足 上 述 三 条 件 ， 则 称 8 是 f 下 对 ee 的 合格 
解 . 
于 是 ,我 们 的 方法 可 概述 如 下 : 
将 庄 外 积 排 成 一 适当 次 序 如 下 : 
从 天 了 CS 平面 以 及 《Dy 的 任 一 解 一 《si) 出 发 ,逐步 改变 为 数组 
8 一 《的 7 时 一 《8 (人 
使 每 一 * 都 是 (ID 的 解 ,而 (fs') 对 e 合格 ,(f, 8?) 除 对 e 合格 外 , 又 对 e 合格 , 依 此 
类 推 ， 最 后 ,所 得 er 二 (5%) 即 为 同时 满足 (1)/, (11); 的 一 组 解答 . 
方法 的 改进 . 上 述 方法 中 嵌入 天 TC 平面 是 固定 的 ,只 是 逐步 改变 数组 8 二 (s;;) 的 
值 . 但 在 f 下 诸 积 的 相互 位 置 与 6 及 其 改变 之 间 并 无 显著 关系 ， 为 此 有 必要 不 仅 改变 s， 
且 改 变 谋 入 j, 使 改变 后 的 戏 和 人 8 与 数组 一 《7i) 满足 (f,e) 所 满足 的 那些 相应 的 方程 ， 
而 8 与 了 间 却 有 比较 简单 直观 的 相互 关系 . 这 可 以 帮助 原来 问题 的 解决 ， 
为 此 先 引 入 以 下 的 符号 与 概念 . 
设 将 :了 C 平面 改变 为 g:T C 平面 ,对 于 (DD) 的 数组 二 (ej), 有 (1), 的 一 个 相 
应 数组 7 一 (77) 使 
nj gi = 61 + fi, 
此 时 我 们 简 记 作 
(f, 6) ~ (g, 7). 
注意 8ij = Ej Nii = Njis 而 fi 一 万 十 工 ， 8 一 81 十 工 , 由 于 对 任 章 外 秩 Cuy Cp 依据 
II 5 引入 的 so。 ?os 显然 满足 
Wag 十 gop 一 Eog + jap， 
歼 有 以 下 断言 : 
设 (f, 6) ~ (g, 7): 
(1) 车 8 二 (5) 是 (Dj 的 解 ,; 则 7 二 《wi) 也 是 (1); 的 解 ， 
(2) 对 以 同一 顶点 为 前 端的 任 三 树 午 , #;, 4， 若 5 满足 (DD) 中 与 (4;, 不) 相应 
的 方程 , 则 ?也 满足 QDs 中 与 (4, 4;, ) 相应 的 方程 . 
由 此 不 难看 出 : 
(3) 车 (js) 对 某 一 外 秋 e。 合格 , 则 (g, 7) 也 对 es 合 
《4) 车 8 是 1 下 对 es 的 合格 解 , 则 ?也 是 8g 下 对 ee 的 合格 解 ， 
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由 于 (1) 一 (4), 可 将 原来 方法 改进 为 以 下 更 一 般 的 形式 : 

仍 将 诸 外 积 排 成 一 适当 次 序 
从 天 7 己 平 面 以 及 (Dj 的 任 一 和 解 6 = 二 (si) 出 发 ,逐步 改变 f 为 嵌入 

p's p, “ 2 “ee T 性 平面， 
以 及 8 为 数组 
7 = Cn), Pe) 
使 每 一 wr 都 是 (Ds 的 解 , 而 (g', 7) 对 cl 合格，(g?, 7) 除 对 ci 合格 外 ,又 对 e, 合格 ， 
依次 类 推 ， 最 后 所 得 六 二 《区 ) 即 为 同时 满足 (Dg", (Dg 的 一 组 解答 . 作 数组 e* = (ej) 
使 ， 
(js) ~ (g, 7"), 

则 sr 也 是 同时 满足 (Dj, (DD; 的 一 组 解答 ， 

以 下 各 节 将 解释 逐次 改变 庶 人 与 数组 的 细节 ,也 将 说 明 诸 外 毯 排 成 适当 次 序 的 方法 ， 


2. 旋 数 的 改变 


问题 ， 上 节 提 出 的 方法 主要 在 于 改变 一 个 数组 s 一 (;;) 的 值 使 满足 (IUD); 的 方程 个 
数 越 来 越 多 ,为 此 , 试 检查 改变 前 后 的 数组 对 满足 (ID; 与 否 的 影响 . 

剖析 ,对 [4 的 树 形 , 比 柑 术 中 从 嵌入 :7 己 平面 的 旋 数 组 (f;) 改变 为 另 一 般 入 的 
底数 组 时 ,引入 了 改变 值 的 数组 (sj;;)。 由 于 对 以 同一 顶点 ”为 前 端的 任 三 树 午 六， #i, 4， 
数组 (si sx sx) 可 取 的 值 有 8 种 , 而 将 六, 二 ti 在 f 下 的 排列 次 序 改 变 时 的 方式 却 只 
有 6 种 ,这 说 明 作 为 旋 数 改变 的 (85, eix,8;x) 三 数 是 不 能 任意 的 .其 间 的 制约 关系 由 (II 
中 的 方程 

Qialf,*) = 1 

表达 , 即 三 数 须 满足 这 一 方程 . 由 这 一 方程 的 几何 意义 容易 解答 了 上 述 问 题 . 

为 此 ,不 妨 设 在 下 从 zt, 起 依 反 钟 向 排列 的 次 序 为 声 , ti, #1, 闪 ,于 是 有 下 表 : 


改变 后 皮 钟 向 排列 次 序 Bi Bik Bjkh 
包 ， 丰 让， 大 0 0 0 
tvs fi, th, 1 本 0 0 1 
tuo, ti, tas fi 1 | 1 0 
fo, tis tis tk i 0 0 
tvs as fis Li 0 1 | 1 


tvs tk, fis ti l 1 i 1 


由 表 知 , (ej, ix， Ej) 不 能 取 的 值 为 (0, 1, 0) 与 (1, 0, 1)， 且 知 从 这 两 组 改变 三 
数 中 的 任意 一 个 或 两 个 ,所 得 新 数组 即 与 表 中 某 一 确定 排列 的 数组 相当 ,这 一 结论 显然 与 
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原先 f 下 5 2 #1 的 排列 次 序 无 关 ,因而 有 下 述 结论 : 

旋 数 改变 术 ， 设 有 嵌入 天 了 己 平面 ,数组 s = 《ej), 以 及 以 同一 顶点 为 前 端的 三 树 
毯 六 , 六 , 若 三 数 sy six， Ei 不 满足 (ID 中 与 (5 zj, #1) 相应 的 方程 O41, x) = 1， 
则 任意 改变 其 中 一 个 或 两 个 的 值 ,新 得 到 的 三 数 的 。s2%。 ei 即 能 满足 这 一 方程. 


3。 树 形 说 人 的 调整 


问题 .依据 IV 1 中 的 要 求 , 试 将 嵌入 fT 己 平面 改 变 为 柑 和 人 g: 了 7 C 平面 ,又 相应 改 
变数 组 s。 二 (8;) 为 数组 了 一 (7;) 使 (js) ~ (g,7) 而 在 8 下 较为 简单 易于 处 理 . 

改变 方法 .改变 将 对 一 确定 的 外 毯 e。 进行 , 设 P。 上 以 歧 点 v 为 前 端的 两 树 生 为 i，， 
ta， 必要 时 交换 p, g 记号 , 故 恒 可 假设 名 十 ep4 一 0. 又 简 记 总 为 za。 

着 sz 一 1 则 改变 f 为 8 时 ,将 交换 1,, so 的 位 置 ,否则 z,, zs 的 相互 位 置 保持 不 变 ， 
以 下 设 这 一 步 又 已 首先 完成 , 故 不 妨 设 在 & 下 与 在 f 下 1。, zj, ta 部 依 反 钟 向 排列 ,于 是 有 

grg — 0, ?oa 一 0. 

设 > 为 P。 上 或 P,,。 上 任 一 不 同 于 歧 点 v6 的 顶点 , 4 为 或 P,, 上 以 v' 为 前 端的 树 
悉 , 而 圾 为 以 wv 为 前 端 但 不 在 Ps。 或 P,, 上 的 任 一 树 悉 .车 su 一 0, 则 在 8 下 将 保持 了 下 
th 妇 的 旋 向 ,否则 改变 旋 向 , 即 从 f 改变 为 8 时 ,4 将 移 置 s, 的 另 一 侧 . 于 是 不 论 何 时 
都 有 

Nk, 一 0, 

次 设 #4 为 以 歧 点 z。 为 前 端 而 不 同 于 加， 如 的 树 毯 ， 若 六 在 于 下 位 于 和 与 吉之 间 ， 
即 在 f 下 依 反 钟 向 排列 次 序 为 i( 二 os)，ms ty, ts 时, 将 改变 f 为 8 使 在 8g 下 妈 的 位 置 
依次 如 下 : 

(i) (exps E44) 一 《0, 0) 时 , 4 在 8 下 仍 在 w, zy 之 间 . 

《ii) 《skp， E49) 一 《1, 1) 时 , 灵 在 8 下 位 于 为 ,2 之 间 ， 

(i),Civ) (gxpsEkg) 二 《1,0) 或 (0, 1) 时 ,4 在 8 下 位 于 z,, zo 之 间 . 

参阅 附 图 IV (1), 其 中 波状 线 为 & 改变 后 在 8 下 的 位 置 . 

大 妈 仍 为 以 歧 点 v4 为 前 端 而 不 同 于 zi, zs 的 树 积 , 但 在 下 位 于 4 与 之 间 , 则 改 
变 方法 与 上 相似 ， 若 在 f 下 位 于 i,, 坟 之 间 , 则 在 (exp, st) 一 (0, 0) 或 (1,1) 时 ,在 &g 


图 IV(1) 
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(iii), Civ) 
图 IV 4) 


下 坟 仍 置 于 ,ty 之 间 ， 而 在 《ehp, ste) 一 《0, 1) 或 (1,0) 时 ,#4 将 依次 移 置 1 + 与 
wo, ty 之 间 . | 
最 后 , 设 顶 点 ” 既 不 在 P。 上 也 不 在 P,。 上 , 则 以 ” 为 前 端的 诸 秩 间 的 旋 向 将 保持 不 
变 , 即 对 任 两 以 ” 为 前 端的 树 秩 5 
gi fi Mi= és, 
由 村 对 以 Ps 或 P,。 上 顶点 为 前 端 而 不 在 P 与 P。。 上 的 任 两 树 和 , 其 相互 位 置 改 变 与 否 
除 已 可 归结 为 以 上 改变 者 外 并 无 明确 规定 , 故 依据 以 上 诸 规 则 所 得 嵌入 8 不 必 是 叭 一 的 
但 任 一 这 样 改变 所 得 的 (g, "7) 都 将 称 为 〈j，s) 对 c。 的 一 个 调整 , 简 记 为 
(6) 一 Ce， 7). 
易 见 经 嵌 人 调整 所 得 8, ? 具有 以 下 简单 特征 ， 
嵌入 调整 术 ， 设 (1, se) 一 * (g, 7), 则 : 
GD 着 ”是 忆 或 PP 上 关 歧 点 v6 的 顶点 ,是 Ps 或 P,。 上 以 v' 为 前 端的 树 秆 而 
nh 为 以 ”为 前 端的 另 一 树 毯 , 则 


Dx, 一 0. 
(2) 大 志 , ta 是 P。 上 以 v6 为 前 端的 两 树 积 , 而 吉 ,, zp, i 在 g 下 依 反 钟 向 排列 , 则 
7pa 一 0， 


《3) 帮 #, tq 如 前 ,而 为 以 v6 为 前 端 而 不 同 于 z,, 态 的 任 一 树 毯 , 则 : 
在 8 下 妈 位 于 思 或 ms 国之 问 时 ,都 有 

Tip 一 Nrg 一 0. 
在 8 下 不 位 于 忆 ， 姑 之 间 时 ,或 


Nip— Nrg™— 0 


Np = Nrg = 1, 
(4) 在 (3) 中 除 最 后 情形 外 ,7%4, 7n44， or 三 数 都 满足 C1), 中 与 (#4, 1,, to) 相应 的 
方程 , 亦 即 原来 数组 s ==(e;;) 满足 (Dj 中 与 ( ty, to) 相应 的 方程 ， 
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(5) 若 。 一 22, 是 了 的 任 一 不 同 于 eu 的 自由 端 , 则 由 (1) 一 (4 ,或 gs 一 12 一 0 
或 7 = wo 一 1, 而 后 着 只 在 Ps 通过 wv 上 且 在 8 下 t,to 为 Ps 所 隔 开 的 情形 下 始 能 出 现 . 
因而 不 论 何 时 都 有 


Das 一 0. 
《6) 由 (5) 知 ,对 任 一 不 同 于 <。 的 外 重 cs, 都 有 
Wap 一 0. 


4. 方程 组 (Dy 解答 的 调整 


问题 ， 设 有 j:7CC 平面 , (DD) 的 解 。 一 (85y), 以 及 外 和 夸 es, 求 将 8 改变 为 数组 e 一 
(e2), 使 (f, e') 对 cs 合格 , 且 es 仍 满足 方程 组 (1)y, 因而 s’ 为 了 下 对 es 的 合格 解 . 
数组 调整 术 ， 依 以 下 规则 可 将 数组 s 一 (sj;) 改变 为 数组 s' = (8), 使 8 是 C7) 的 
解答 时 ,es' 为 了 下 对 es 的 合格 解 ， 
规则 1!， 设 ” 为 P。 上任 一 不 同 于 歧 点 w 的 顶点 。 “为 已 上 区 wv 为 前 端的 树 禾 , 4， 
4; 为 以 v' 为 前 端 而 不 同 于 4 的 任 两 树 禾 ,车 e 不 满足 CD 中 与 (G4, 4 切 相应 的 方程， 
则 改变 ss 的 值 为 
Ey 二 8 十 1, 
否则 置 
Ez 一 6。 
此 外 ,又 置 
Ei = Ei Ej — by. 
规则 2. 设 z, 4 为 P。 上 以 歧 点 v 为 前 端的 两 树 秩 , 4 为 以 v 为 前 端 而 不 同 于 4， 
za 的 任 一 树 毯 . 若 s 不 满足 CU) 中 与 (ay ty ty) 相应 的 方程 , 则 改变 sets， ske 为 
Exp 一 5i 十 1， Erg 一 Erg 十 1. 
否则 仍 置 
Ep 一 Eps Ek 一 Ekg. 
此 外 ,又 置 
Epg 一 Epq, 
规则 3. 设 z,ts 如 规则 2, 而 ,i 为 以 v6 为 前 端 而 不 同 于 ,ts 的 任 两 树 秆 ， 若 一 
(ea) 恰 能 满足 (Dj 中 与 (6 5 t,), (4i, #j, tq) 相应 的 两 方程 之 一 , 则 改变 sy 为 


ej = Ei 二 1 
否则 置 
2 一 61。 
规则 4， 设 二 性 为 以 不 在 已 上 的 同一 顶点 为 前 端的 任 两 树 秆 , 则 置 
Ey = 8j, 


以 上 由 数组 二 (ej) 依据 规则 1 一 4 改变 为 数组 e' 二 (ei) 的 方法 称 为 在 1 下 对 c。 
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的 数组 调整 , 简 记 为 
(f, 2) (f, 5 ). 
在 & = (sj;) 是 (TD)) 的 解答 时 ， 如 此 所 得 数组 8。 一 (ej) 即 为 1 下 对 es 的 一 个 合格 
解 . 
注 析 ， 为 验证 术 文中 的 结论 , 先 改 变 (fs) 为 较 易 处 理 的 嵌入 8 与 数组 5, 见 依 庶 入 
调整 术 作 
(1, 2) ~ (g, 7), 


命 7 二 (m5) 为 了 改变 为 & 时 与 s 相应 的 数组 , 即 
(js) ~ (g,7), 
于 是 了 是 ?在 8g 下 对 ce。 的 数组 调整 , 即 
(8, 1) > (8, 7) 

而 与 术 文中 由 s 改变 为 6' 的 诸 规 则 相应 , 7 改变 为 了 所 遵循 的 规则 可 重 述 如 下 : 

规则 1. 设 ”为 P 上任 一 不 同 于 wv。 的 顶点 , # 为 P。 上 以 v' 为 前 端的 树 秩 , ,i 为 
以 v 为 前 端的 任 两 不 同 于 i; 的 树 秆 、 若 7 不 满足 (DD) 中 与 G,, ,tt;) 相应 的 方程 ， 即 
ti 4 在 8 下 位 于 4 的 两 侧 , 且 i; 二 1, 则 改变 mi; 的 值 为 


Wi 一 35 十 1 


个 则 置 
i 一 ij 
此 外 ,又 置 
Wr = Nir Mr = Nir 
即 


ir 一 0， jr = 0, 
规则 2 . 设 坟 ,ts 为 PB。 上 以 歧 点 v6。 为 前 端的 两 树 秆 ,而 在 8 下 纪 一 证， ta 依 反 
钟 站 排列 , zi 为 以 v6 为 前 端 而 不 同 于 i。, ta 的 任 一 树 生 ， 若 5 不 满足 (II)s 中 与 (t,ti,ta) 
相应 的 方程 , 即 在 8 下 位 于 Ps 的 与 0 不 同 的 一 侧 ， 生 m4p 一 ie 一 1, 则 改变 kz nx4 
为 


Wap = Nap 十 1， nq 二 Wrqg 十 1， 


否则 仍 置 
Np 一 Nap Ne 一 Nkge 
此 外 ,又 置 
7p4 一 Tpg 
到 
094 一 0, 


规则 3 .。 设 声 , ts 如 规则 2， 而 二 为 以 vs 为 前 端 但 不 同 于 1,, 如 的 任 两 树 秩 ， 若 
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7 二 (mi) 怡 能 满足 QD 中 (5 1 ty)，(tis ti, to) 相应 的 两 方程 之 一 ， 即 有 下 两 情形 之 
一 , 则 改变 75 为 
ni 二 nit+1, 
否则 置 
Nii 一 Nii 
两 情形 如 下 : 
《一 ) 与 二 在 8 下 位 于 性 ,加 之 间 , 或 


Wis — Tig = 1, Wisp = Wig = 0, 


mip 一 1 一 0，3?1p 一 ?一 |， 
(二 ) fi, ti 在 8 下 与 fpy fg 相隔 离 ， 且 有 


ni 一 1, 
规则 4 。 设 六 ,三 为 以 不 在 己 上 的 同一 顶点 为 前 端的 任 两 树 毯 , 则 置 
a Yi, 


从 g,7, 7 的 作法 不 难 验证 以 下 诸 简 单 性 质 : 
性 质 I， 以 Ps 或 P,。 上 同一 顶点 为 前 端的 任 两 树 秆 i;, #;, 只 需 至 少 有 一 在 P 或 P。 
上 , 即 有 | 


7 一 0. 

性 质 2， 设 了 的 两 自由 端 c, a 在 8 下 位 于 PP, 的 异 侧 , 则 必 有 
no4 一 0, 

性 质 3， 设 并 的 两 自由 端 c, a 与 树 根 0 在 8 下 都 位 于 Ps 的 同人 出 , 则 必 有 
nea 一 Ned, 


性 质 4， 设 自 工 的 两 自由 端 c, 4 至 树 根 0 的 通道 P, Pi 首次 相遇 的 顶点 不 在 Ps。 上 ， 

则 必 有 
Ned 一 Ned, 

性 质 5，。 设 树 秋 ,#4 均 以 v6 为 前 端 , 且 三 者 或 为 tp to, 或 在 8 下 位 于 P, 的 与 0 
不 同 的 一 侧 ， 则 在 95, wts Wk2 三 数 中 与 相应 三 数 (wi, 7 Dj 不 相等 的 个 数 或 为 0 ， 
或 为 2. 

今 设 5 是 (Dj 的 解 ,验证 (f, 8 ) 对 ee 合格 如 下 ， 

首先 , 依据 IV 2 旋 数 改变 术 世 及 改变 8 为 6’ 的 规则 1 一 3, 可见 (J, 8 ) 满足 对 co 合 
格 的 条 件 2 与 3. 

为 验证 (f,s ) 也 满足 对 。。 合格 的 条 件 1, 可 注意 依 IV 3 的 座 入 调整 术 , 对 任 一 不 同 于 
co 的 外 悉 cp 有 ?ur 一 0， 由 于 8 是 《Dj 的 解 ,而 (Cf, 8) ~ 《8g, 7), 故 7 也 是 (Des 的 解 , 特 
别 需 满足 (De 中 与 (euses) 相应 的 方程 , 故 有 gos 一 yes 一 0， 由 关于 (8g, 1, 7 ) 的 性 质 1， 
显然 有 (es 一 86): 
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1% 一 9102 = Hes = Wore’ 一 0， 

压 wg 二 0， 因 而 gog = 0 也 可 写成 gop 一 wg， 即 %7 满足 (Ds 中 与 (eo, ep) 相应 的 方程 . 
于 是 * 也 满足 (Dy 中 与 (e。, ep) 相应 的 方程 , 即 (f, 8”) 满足 对 es 合格 的 条 件 1. 

由 以 上 验证 并 知 : 若是 (Dy 的 解 或 ?是 (D。 的 解 , 则 (g, 15,7) 还 具有 以 下 性 质 . 

性 质 6， 对 任 一 不 同 于 ce 的 外 秋 ep, 有 

gap 一 Wag 一 0， 

因而 ej 的 两 端 在 8 下 必 位 于 Ps 的 同 侧 . 

我 们 称 从 (Jf, s) 做 据 谋 人 调整 术 获得 的 府 入 & 以 及 任 一 数组 一 《mij) 对 < 简单 合 
格 , 如 果 7 对 e。 合 格 有 满足 前 面 性 质 1,2 与 6, 特 别 是 在 8 满足 方程 组 (D 时 , 拔 人 8 以 
及 由 诸 规 则 工 一 4 所 得 数组 四 对 es 简单 合格 . 

术 文中 上 满足 (Dy 时 (f, 8) 对 es 合格 这 一 部 份 已 验证 完毕 ， 其 次 , 需 再 验证 在 8 满 
足 (Dj 时 e' 也 满足 (Dj。 或 只 需 再 验证 在 ”满足 (D; 时 7 也 满足 (D*， 即 对 任 两 外 毯 
eg， cers 7 必 注 足 (1D), 中 与 (ep, ey) 相应 的 方程 . 

在 ep, e; 中 有 一 为 es 时 , 已 知 这 一 结论 成 立 , 故 可 设 cep, ey 都 不 辣 于 ce。， 以 下 就 各 
种 不 同情 形 分 别 讨论 之 , 

(iD 设 cs， ey 中 有 一 ,例如 ep, 其 歧 点 vy 不 在 P。 上 也 不 在 P, 上 ， 命 ee 的 两 端 为 五 
与 8 ey 一 86', 而 c 为 的 任 -不 同 于 6, 2 的 自由 端 , 则 当 P. 不 经 过 vs 时 ,显然 有 

Woe 一 Narey Me 一 Nc. 
当 P, 经 过 ve 时, 5, b,c 必 都 在 已 同 侧 , 故 由 关于 《sg, yy) 的 性 质 3 有 
Nae Dpes Ne 一 Dare, 
不 论 何 时 都 有 wp = 一 6c, 因而 
Jpr 一 Npr, 

由 于 了 满足 (D, 中 与 (ep, ey) 相应 的 方程 ， 即 有 gpj 二 1p， 故 gpy 二 58;， 旭 7 也 满足 
(D, 中 与 (ep, ey) 相应 的 方程 . 

Qii) 设 ep, e; 中 有 一 ,例如 cs, 其 两 端 5, 8 在 g 下 与 树 根 0 都 位 于 Ps 的 同 侧 , 则 当 
ey 的 两 端 c, c 在 8 下 与 0 位 于 P 的 同 侧 时 ,由 (g, w, 7 的 性 质 3 有 

Ne 一 Wey Mo 一 Noery Ne 一 了 ic Me = Ypres 
故 ?7py 一 ?pr。， 与 《iD 相同 , 知 % 满足 (1D); 中 与 《ep, ey) 相应 的 方程 ， 反 之 , 当 cy ec 在 
& 下 与 0 位 于 已 的 异 侧 时 ,由 关于 〈g，, 7, 7 ) 的 几 质 2, 有 
Noe 一 Tier = Nye = Mor 一 0， 

因而 ypr 一 0。 另 一 方面 ， 又 显然 有 gpy 一 0, 故 gey = 6p,( 二 0), 即 7 仍 满足 (TD。 中 与 
《es, ey) 相应 的 方程 ， 

(iii) 设 ep, e; 诸 端 点 在 8 下 都 位 于 P, 的 与 0 不 同 的 一 侧 ， 且 Ps, P, 的 赎 点 都 在 PP 
上 ,又 设 县 点 之 一 ,例如 vp 天 vs。 命 6 一 好 ,eo 一 50', 易 见 或 


. , 
De Noes Nie Wore 


或 

Nise 一 Mates Nbe 一 Nares 
因而 不 论 何 时 都 有 ys. 一 rp， 同样 ypv 一 pv， 故 ?py = ypr。 与 GD 相同 ， 知 7 仍 满足 
(Ds 中 与 (ep, ey) 相应 的 方程 ， 

Civ) 最 后 设 cs 二 外 ,ey = ce 的 诸 庙 点 在 8 下 仍 位 于 P, 的 与 0 不 同 的 一 侧 ， 但 
P,P; 的 歧 点 都 在 v6 处 :vw = v= vs 若 自 6, < 至 0 的 通道 首次 相 过 的 顶点 不 在 sv。 处 ， 
则 由 关于 (g, 7, 7 ) 的 性 质 1, 4, 显然 有 

We 一 Jie Noe = Ns Nb = Webr. 
因而 有 

noe + Wore + now = 95e Were + por, 
着 自 b,c 至 0 的 通道 首次 相遇 的 顶点 不 在 vs。 时 也 同样 . 若 自 86, c 至 0 以 及 自如 ,ec 至 0 
的 通道 首次 相遇 的 顶点 都 是 z。, 则 由 性 质 5, 仍 得 上 式 ， 同 样 不 论 何 时 都 有 

Nee’ 十 Nyer 十 Noor 一 Noer 十 Norer + Ngor, 
二 式 相 加 见得 
Br 一 ?py。 
于 是 与 (i) 间 样 知 7 仍 满足 (TD。 中 与 (ep e;) 相应 的 方程 
至 此 ,已 知 在 各 种 情形 下 7 = (wi) 者 满足 (ID。 中 所 有 方程 ,调整 术 验 证 完毕 . 


5。 线 图 嵌入 第 三 基本 定理 


问题 。 上 市 数组 调整 术 给 出 了 从 任 一 (Dj 的 解答 s 一 (ej) 改变 成 对 一 固定 外 毯 e。 
合格 解 的 方法 .在 应 用 IV 1 中 的 方法 从 s 获得 同时 满足 (D);, (ID 的 解答 时 ， 关 键 的 一 
所 在 于 诸 外 秆 需 排 列 成 一 适当 次 序 , 使 依 调 整 术 逐次 改变 数组 时 ,对 先前 诸 悉 的 合格 性 不 
致 因 新 的 改变 而 表 失 . 试 求 这 种 能 符合 要 求 的 适当 排列 次 序 . 

。， 刘 析 , 为 求 得 适当 的 外 毯 排 列 次 序 , 需 先 就 对 两 个 外 毯 处 于 较 简单 关系 的 情况 下 , 调 
警 对 合格 性 的 影响 并 进行 较 细致 的 分 析 ， 为 此 考虑 外 车 ce, eg, 与 Ps, Ps 的 歧 点 v。, vj， 
假设 下 两 条 件 能 满足 : 

(1) vs 在 通道 Pp 上. 

(2) Ps 与 Ps 至 少 有 一 树 乱 公共 ， 

今 设 已 知 说 入 g:7 CS 平面 与 (De 的 解 3 一 (7;) 对 es 简单 合格 , 试 考 说 依 调整 术 


(8 7) 一 > Ch, 5) > Ch, 5) 
B ep 


以 获得 对 es 简单 合格 的 嵌入 :7 了 C 平面 与 数组 5 一 (55) 时 对 es 合 客 性 的 影响 . 

由 于 P, Pe 至 少 有 一 树 午 公 共 , 且 《g, 7) 对 c。 简单 合格 ,可 知 依据 柑 人 调整 术 以 获 
得 时 ,交换 8 下 Ps 上 以 vs 为 前 端的 两 树 秩 位 置 这 一 步 是 不 必要 的 ， 

以 下 将 对 峰 和 人 与 数组 的 各 改变 步骤 逐一 检查 ， 注 意 只 有 下 面 两 种 改变 可 能 引起 丧失 
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对 .的 合格 人 性: 

(i) 顶点 w 在 PP 或 P,, 上 , 树 悉 坟 以 w 为 前 端 而 不 在 Ps 或 P,。 上 ,由 & 调整 为 时 ， 
帮 在 8 下 对 已 或 PP 所 位 侧 向 的 改变 . 

(iD 顶点 w 在 P。 上 , 树 悉 4 #5 以 w 为 前 端 ,由 5 调整 为 时, 55 的 改变 ， 

下 面 检查 这 两 种 改变 的 影响 , 

(i)” 因 Cg, 7) 已 对 e。 简单 合格 , 故 对 前 端 在 己 或 P。 上 的 任 一 树 姥 妈 , 4 在 8 下 位 
于 PP 的 某 一 侧 时 ,在 4 下 仍 将 保持 在 这 一 侧 , 

(i)” 从 上 节 数 据 调整 术 的 注 析 中 ,关于 (g,7,7) 的 性 质 6 已 知 es 的 两 端 在 8 下 ， 
而 也 在 4 下 , 必须 位 于 Ps 的 同人 出 。 又 知 (g, 7) 对 e。 简单 合格 , 故 对 前 端 w 辐 在 P。 上 的 
任 两 树 秋 i, 1;, 在 必须 改变 5 为 55 一 55 十 1 时 ,应 有 : 

必 一 P。, Pa 公共 部 份 的 两 端 之 一 ; 

tj， 已 与 ep 两 端 在 下 位 于 Ps 同 侧 ; 

t;， 4#j 在 下 位 于 Ps 的 异 侧 ; 

“7 一 1， 

由 以 上 分 析 易 见 ,所 得 (4, 5') 不 仅 对 es 简单 合格 , 且 对 e。 也 依然 保持 简单 合格 . 

同样 可 知 , 设 e。， eg 如 前 ,而 对 另 一 外 重 e,, Py 的 歧 点 不 在 P 上 而 原来 (g, "7) 对 。， 
简单 合格 , 则 (4, 5') 也 依然 对 e; 简单 合格 , 

由 此 易 得 排列 诸 外 午 的 一 种 合适 方法 ,以 为 IV 1 中 所 说 改进 方法 之 用 ， 

由 于 I2 中 关于 线 图 G 的 限制 ,可 将 诸 外 筷 。。 排 或 次 序 
使 对 每 一 外 牧 ce, co > 1, 有 下 二 性 质 : 

1”P, 至 少 与 8 < a 的 某 一 Ps 有 一 树 秩 公共 ， 

2” 若 外 千 ej 的 歧 点 vs 在 P。 上 且 关 wy 则 er 必 已 出 现 于 ee，…:，ceo 中 ， 

今 从 嵌入 fj: 工 C 平面 与 满足 (Dj 的 解答 8 一 (8;) 出 发 ， 依 据 戏 人 调整 术 与 数组 调 
整 术 逐 步 改 变 (f, 6) 为 : 

(f, 6) 一 ”8 7) ~ (1, 2), 

《8 7) > (8, 7) ~ (1, e), 

kg ) > (8°, 1) ~ (f, eo). 
于 是 ,最 后 所 得 er 同时 满足 (Dj, C10) 两 方程 组 . 

这 给 出 了 线 图 嵌入 第 二 基本 定理 的 又 一 证 明 , 而 这 一 证 明 不 仅 不 再 依赖 于 Kuratowski 
杏 入 术 , 而 且 由 于 每 一 s* 都 系 在 了 下 从 sm'(e' 一 8) 依 数据 调整 术 中 规则 1 一 4 获得 , 因 
而 切实 可 行 ,不 难 使 之 机 器 化 ， 因 之 可 将 以 前 的 嵌入 术 加 强 成 下 面 形式 . 

线 图 具体 嵌入 术 ( 第 三 基本 定理 )， 设 有 线 图 G, 最 大 树 形 了 如 前 , 任 作 庶 入 广 TC 平 
面 , 设 e = (sj;) 是 方程 组 
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《D; xo8 一 fop 
的 任 一 解答 , 则 可 将 诸 外 牧 c。 排列 成 一 适当 次 序 
并 可 作 数 组 

El = (88), 天 一 (6 《人 
使 每 一 6 在 了 下 对 ce1,…,es 都 合格 , 且 e* 从 Gf,e") 依 数组 调整 术 中 诸 规 则 获得 (e' 一 8). 
特别 有 : 数组 e” 二 (5) 不 仅 满足 (Dj 且 同时 满足 CUD, 因而 从 er 可 依 IU5 中 线 图 嵌入 
第 一 基本 定理 具体 作出 整个 线 图 G 的 嵌入 : 
8: G CC 平面. 


V.〈 平 面 性 ) 线 图 供 入 的 分 类 


1， 树 形 媒人 的 扩充 


问题 ， 在 II 5 的 嵌 树 术 中 ,解决 了 树 形 嵌入 的 分 类 问题 。 在 斑 3 扩充 术 与 IIT5, IV7 
的 线 图 笃信 术 中 ,解决 了 一 个 线 图 G 的 最 大 树 形 工 应 如 何 嵌 人 才 有 可 能 扩充 到 整个 线 图 
G 的 嵌入 的 问题 .但 是 , 当 已 有 岁入 g:TC 平 面 并 知 8 可 扩充 为 6 的 嵌入 时 ,这 种 扩充 的 
方法 仍 可 不 止 一 种 。 在 II 1 交 截 数 以 及 II6 诸 节 中 ， 已 有 例 说 明 此 事 ， 见 图 ITI(1) 与 
II《13)。 这些 事例 导致 下 面 的 问题 : 

设 g :了 己 平 面 可 扩充 为 G 的 嵌入 , 间 如 何 区 别 并 完全 定 出 各 种 不 同 的 扩充 类 型 . 

剖析 . 已 有 嵌入 g: TC 平面 而 要 扩充 到 某 一 外 秩 es, 显然 有 两 种 可 能 方法 , 视 嵌 入 
后 esUP。 一 C。 含 树 根 于 其 内 部 或 外 部 而 定 。 为 此 我 们 对 每 一 外 千 es。 引入 一 模 2 数 & 以 
表示 es 的 柑 和 方式 : 


Wa 


0， ee 藤 人 后 使 树 根 在 C。 之 外 ， 

es 嵌入 后 使 树 根 在 Cs 之 内 . 

每 一 个 扩充 到 G 的 柑 入 都 有 一 确定 的 数组 (a。) 与 之 对 应 , 但 并 不 是 任意 一 个 数组 都 
有 一 相应 的 扩充 ， 例如 在 图 I (13) 的 例 中 ( 树 根 位 于 4, ss 之 间 ， 未 在 图 中 标 出 )，(w， 
w, wa) 所 能 取 的 值 只 能 是 

(C1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (0,0, 0) 

四 种 , 而 不 能 取 另 外 的 四 种 。 其 原因 是 : 当 一 外 禾 es 已 嵌入 而 再 要 嵌入 另 一 外 生 ej 时， 
其 方式 可 能 有 两 种 ,也 可 能 只 有 一 种 .例如 图 II (13) 中 ,车 el 已 嵌入 使 == 1, 则 再 模 人 
e; 时 有 两 种 方式 使 x, 一 0 或 1, 其 次 在 ，e 已 工人 使 和 一 1， 由 一 工 再 嵌入 es 时 可 有 
两 种 方式 使 4 二 0 或 1. 但 若 ee: 已 嵌入 使 同一 1, wi 一 0, 则 再 嵌入 人 es 时 ,只 能 再 有 
一 种 方式 , 即 w; = 0. 

这 说 明 对 任 两 外 毯 ee， ee 来 说 ，wu。, ws 的 取 值 是 不 能 任意 的 ， 数 组 (xs) 的 取 值 更 不 
能 任意 ， 由 此 可 知 ,为 解决 原来 的 问题 ,首先 应 求 得 对 任 两 外 生 ec。， es 来 说 , 数 坟 与 wj 之 
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间 的 制约 关系 ， 

为 此 , 记 es 的 两 端 为 a, a', eg 的 两 端 为 6, 8。 由 于 已 知 g: 了 7 C 平面 可 扩充 为 G 的 
嵌入 ; 收 由 II 3 扩充 术 知 

gup 一 0, 
因而 若 es 已 媒人 平面 , 则 5,&' 将 同 在 C。 = eoUP, 之 内 或 同 在 其 外 ， 同 样 , 铸 ee 已 说 人 
平面 , 则 a, 2 也 将 同 在 Ce 一 cp U P 之 内 或 同 在 其 外 .又 
go 一 0 或 1 

视 4 与 树 根 在 8 下 位 于 Ps 同 侧 或 异 侧 而 定 ， 在 & 扩充 至 es 后, 则 视 是 否 同 在 C。 之 内 外 
或 一 在 内 而 另 一 在 外 而 定 。 故 其 值 与 工人 和 g:TC 平面 有 关 而 与 & 的 扩充 无 关 .。 对 gs 亦 
然 . 由 这 些 几 何 意义 可 知 , 应 有 
. gopgou 一 0， 
即 gop，8gse 不 能 同时 为 1， 

今 任 将 g :了 T C 平面 扩充 为 G 的 一 个 嵌入 , 则 就 C。， Cs 以 及 根 的 相互 内 外 位 置 天 系 
而 言 可 概括 为 图 V (1) 中 的 9 种 类 型 (实际 檬 入 都 可 归 入 这 些 类 型 之 中 ,只 是 某 些 点 线 可 
能 重合 ). 


(1); 


对 于 这 些 不 同情 形 ，xe 等 所 取 的 值 可 列表 如 下 : 


情 形 Ho Hg Bap gba 
1 0 0 0 0 
2 1 0 0 了 
3 0 1 1 0 
4 0 1 9 0 
5 0 0 1 0 
6 1 1 0 1 
7 1 D 0 0 
8 0 0 0 1 
9 I 1 1 0 
数组 


(was Ups Baps goa) 
所 能 取 的 不 同 组 值 为 24 一 16, 但 由 于 
gapBba 一 0， 
实际 上 所 能 取 的 组 值 只 有 12 个 。 在 此 12 个 组 值 中 ， 只 有 上 家 所 示 的 9 个 解 为 某 一 能 人 
所 实现 ， 其 他 3 组 则 不 可 能 我 们 现在 的 目的 ， 在 寻 轴 一 个 zy, wp，gap，g6o 间 的 代数 式 
Y， 使 对 上 表 中 9 种 情形 都 有 Y = 0, 而 对 其 他 三 种 情形 则 有 YY == 1， 这 样 Y 一 0 将 为 
es， eg 各 种 可 能 嵌入 的 制约 关系 . 


显然 不 能 取 为 te, wp, gopy，8gic 间 的 一 次 式 . 为 对 符合 要 求 的 各 种 二 次 式 进行 尝试 ， 
先 列 出 一 表 如 下 : 


y 数 组 
销 形 (Ho 3 Hg 3 有 op 3 Bpa) fat UBER ba 

1 (0,0,0,0) 0 0 0 
5 (0,0,1,0) 0 0 站 
7 (1,0,0,0) 0 0 人 
9 (1,1,1,0) 1 1 0 

> 12 1,1,0,0 

形 《 》 ) 1 0 0 
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由 上 表 可 见 , 一 个 合适 的 代数 式 是 
了 = up 十 tugopg 十 28g5as 
因此 ,数组 (ww) 相应 于 一 真正 扩充 到 G 的 晓 人 的 必要 条 件 是 对 任 两 外 生 e。, es 都 有 
tetfp 十 tugap 十 Up3oo 一 0。 
容易 验证 ,这 个 条 件 也 是 充分 的 我们 把 这 一 结论 表达 于 下 ,并 于 其 后 的 验证 中 证 实 这 一 
结论 的 真实 性 . 

树 形 嵌入 扩充 分 类 术 . 设 8: 工 忆 平 面 ,已 知 8 可 扩充 为 G 的 嵌入 ,对 每 一 外 釉 c。， 
引入 一 ( 模 2) 未 知 数 和 则 扩充 为 G 的 圣人 的 不 同方 式 与 下 述 ( 模 2) 方程 组 (4 是 6 的 
任 一 端 , 2 是 cg 的 任 一 痊 ): 

(CY), Yoslg)=0 
的 不 同 ( 模 2 ) 解答 (yo7 二 《ws) 相对 应 ,其 中 

Yap(8) 一 yay6 十 Yaap + ypgoes 
验证 ,在 “剖析 ”中 已 说 明 每 一 扩充 到 G 的 嵌入 必 相 应 于 (《Y)* 的 一 组 解答 , 反之 , 设 
(yo) = (uo) 
古 4《Y)z 的 一 组 解答 , 试用 归纳 法 验证 必 有 一 扩充 到 G 的 嵌入 与 之 相应 如 下 . 
将 G 的 外 悉 任 意 排 成 一 次 序 el, e;,，……,ei, 设 已 将 g : TC 平面 扩充 为 一 般 人 
TUeiU… Uei 忆 平面 ， 


使 
ur 一 次 og(CD，p8 一 1 天 
试 考虑 
ea Cktle 
按 (Y)s, 有 


te(tp + gap) 一 goottg, P= 1,.*.,k. 
若 对 每 一 8 一 1; …，,X 都 有 
ug 十 gap 一 0， 
亦 即 
次 。 (Cg) = 0， 
由 此 知 。 的 任 一 端 a, 因而 两 端 a, a' 都 在 诺 & (Cp) 之 外 。 因而 可 有 两 种 方式 扩充 为 c。 
的 能 人 .我 们 可 选取 就) 使 
次 ogCC。) 一 给 定 的 we， 
其 次 , 设 在 8 一 1，…… 中 至 少 有 一 , 设 为 Po, 使 
xp 十 8ap 一 1， 
则 仍 按 (Y)s 有 
| Uo 一 Bbaltp,, 
由 于 已 给 wp, 而 go 由 8:TC 平面 完全 确定 , 故 由 上 式 知 , ws 已 由 8 及 其 扩充 :TU 
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elU UesC 平面 唯一 确定 ， 因 已 知 gap 一 0 6 一 1，……，&， 故 知 站 必 可 扩充 至 css 且 
知 扩充 上 所 得 的 数 


次 oCo) 
只 能 是 上 面 唯一 确定 的 ww。， 
因 之 ,由 归纳 靶 知 , 必 有 扩充 
$: G 忆 平 面 
使 诸 人 外 秋 es 所 定数 组 
《次 og(Co)) 


即 为 方程 组 4Y)z 预先 给 定 的 解答 (ws)。 至 此 验证 完毕 ， 


2. 《平面 性 ) 线 图 典 入 的 分 类 〈 第 四 基本 定理 ) 


问题 ， 上 面 树 形 柑 和 人 扩充 分 类 术 是 对 一 确定 且 已 知 可 扩充 到 G 的 嵌入 g:TC 平 面 而 
试 对 任意 已 知 可 扩充 到 G 的 嵌入 f: 了 忆 平面 作出 相应 的 结论 . 

剖析 .对 于 任 一 嵌入 六 7TC 平面 ,由 II5 与 IV5 中 的 线 图 对 入 术 ( 第 一 ,第 三 基本 定 
理 ) 知 , f 能 否 改变 为 &:7 C 平面 使 可 扩充 为 G 的 嵌 人 系 由 方程 组 


mt 


CD, Yop 一 jp， 
(ID, Qiatf,*) = 1, 
所 定 , 且 这 样 的 柑 人 g:T C 平面 与 方程 组 (Dy, ID 的 解答 
(xi) 一 《6 
相对 应 ,使 
gi = it ei 


对 于 一 个 确定 的 、 可 扩充 至 6 的 嵌入 g: 了 己 平 面 , 亦 即 对 于 一 组 确定 的 (Dj, 《ID 的 解 
答 (xi) 二 (ej), 8 扩充 到 整个 G 的 可 能 的 洪 入 依 树 形 霸 入 扩充 分 类 术 又 与 方程 组 
(Y)s Yosl8) = 0 
的 解答 相对 应 ,而 Yoe(8) 中 
gap 一 jp 十 Eap, 
gos 一 foo 十 spu， 
由 此 立 得 下 述 结论 : 
线 图 财 人 分 类 术 ( 第 四 基本 定理 ). 任 作 f:7 忆 平面 , 则 G 可 说 入 平面 的 类 型 与 下 方 
程 组 (D;,CIDy, (IIDj 的 解答 数 相对 应 : 
《IJ xzop 一 fag, 
《HIH7; Cxat fi Cxat fi tr tfin Crtfi) + Cratfa retfi) = 1, 
CIID; yeyp + (xap 十 fag)ya 十 xoo 十 feo)ys 一 0., 
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在 II 一 V 各 章 中 ， 对 布线 诸 问 题 的 解决 作 了 详细 说 明 .。 现 将 所 月 方法 与 所 得 结论 重 
新 概述 如 下 . 

首先 在 已 给 线 图 G 中 任 选 一 最 大 树 了 并 添加 一 树 根 0。 G 限 制 如 12, 且 G, 7 已 改 
造 如 I 2 中 所 示 . 

将 工 任意 嵌入 平面 ,嵌入 方式 记 为 1, 即 作 


1}: 工 己 平面 ， 
于 是 对 任 两 以 同一 顶点 为 前 端的 树 秋 #i, #, 依 f 下 4 #4 旋 向 的 顺 反 可 定 一 模 2 数 
fj=fitl1. 
又 任意 扩充 为 一 相对 于 工 的 浸入 
1 : G 心平 面 ， 
则 对 每 两 外 毯 e。， ep, 由 了 下 ec。 es 的 交 蕉 情况 可 定 一 与 扩充 了 无 关 的 模 2 数 
fas 一 jp 十 


在 数组 (jsg) 与 (fi) 间 有 基本 关系 式 
jog = fas + far + fars t fars's 

此 处 = aa， es 一 好 ,而 如 等 由 力 等 裔 定 如 II 4 中 所 示 ， 

原来 的 嵌入 {一 般 不 可 能 扩充 到 整个 G, 而 需 先 将 f 变 为 另 一 工 的 嵌入 

8: 了 己 平 面 
始 用 此 可 能 ， 又 在 能 扩充 为 G 的 民 和 人 时 ,每 一 外 积 。。 在 嵌入 后 与 树 形 是 否 共同 包含 树 根 
O 于 其 内 部 又 有 两 种 可 能 情况 ， 为 此 ,我 们 引信 两 个 模 2 未 知 数组 
(xi) 与 (ya)， 

其 中 zj; = z 描述 以 同一 顶点 为 前 端的 两 树 鞭 1, 在 f 下 的 次 向 是 否 需要 改变 , 而 和 则 
描述 外 秋 e。 嵌入 后 是 否 应 与 树 形 共同 包含 根 0 于 其 内 部 ， 

我 们 确定 了 三 组 方程 (符号 意义 见 相 应 草 市 ): 

(Di Top 一 jp， 

(ID, Cxistfi) Crin tfin) + Ciat fa Critfi) + rat ha) rntfi) = 1, 

(IID) yaye 十 《xup + fag) yo + Croa + foa) ys = 0, 

这 些 方 程 的 几何 意义 分 别 如 下 : 

方程 (ID) 代表 将 1 :7 己 平 面 疏 为 男 一 了 的 嵌入 时 旋 向 的 改变 值 (xi;) 必须 满足 的 
制约 关系 ， 方 程 (Dy 代表 将 f 依 (xj) 改变 为 另 一 工 的 嵌 人 后 , 可 扩充 至 外 积 e。, e2, 使 
在 此 拘 入 下 不 相遇 的 条 件 。 方程 AID; 则 代表 f 已 依 《xj) 改变 为 另 一 舱 人 后 , 为 扩充 至 
G 诸 外 毯 在 嵌入 下 必须 遵守 的 相互 缠绕 的 制约 关系 ， 

我 们 获得 的 结 采 如 下 : 
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《一 ) G 可 媒人 的 充 要 条 件 是 方程 组 (D; 有 解 一 一 H1 7 线 图 说 入 术 ( 第 二 基本 定理 ). 

(二 ) 方程 组 (Dj 有 解 时 ， 联 立 的 方程 组 (Dr 《ID 也 有 解 , 且 从 (Dj 的 解 可 依 确定 
步骤 获得 (Dj (ID 的 解 一 一 IV 5 线 图 具体 嵌入 术 ( 第 三 基本 定理 )， 

《三 ) 可 以 扩充 到 整个 G 的 不 同谋 入 g:T C 平面 恰 与 (Dj;, CID 的 不 同 解答 (xz 相 
对 应 一 一 亚 5 线 图 嵌入 术 ( 第 一 基本 定理 )， 

《四 ) G 的 所 有 不 同 能 人: 


8:G CC 平面 
恰 与 (Dy, QTD);,《IIDD) 联 立方 程 组 的 不 同 解答 
(xjj, ya) 
相对 应 一 一 V 2 线 图 迭 人 分 类 术 ( 第 四 基本 定理 ). 
以 上 (一 ) 一 (四 ) 解 答 了 图 1(7) 中 的 全 部 问题 ,只 是 机 器 化 程序 的 编 试 尚 竺 进行 ,但 
这 些 结 果 孝 通过 选取 一 最 大 树 了 以 及 任 择 一 氛 入 f: 了 忆 平 面 而 获得 ,而 了 7 了 与 f 的 选取 都 
带 有 极 大 的 任意 性 .为 此 , 可 提出 下 述 问题 : 考虑 一 种 由 G 本 身 而 不 依赖 于 工 与 f 的 选取 
的 解决 方法 ,这 个 方法 可 由 本 书 的 示 榜 类 理论 提供 , 按 G 可 作 一 \ 二 维 模 2 示 嵌 类 CG). 


我 们 的 一 般 理论 指出 
| G 可 嵌入 平面 <> 0G) 一 0 | 
] 90xA(G) 二 0 <> (Dy 有 和 解 | 


由 此 即 得 上 面 的 结果 (一 )， 由 于 这 些 结论 是 纯 理 论 性 的 ,与 本 附录 宗旨 不 尽 相符 , 故 论证 
一 概 从 略 ， 

附 记 (1977 年 12 月 )， 方 程 组 (D) 的 每 一 个 方程 一 般 说 来 可 以 有 4 个 含 未 知 数 的 
项 最 近 数学 所 的 刘 彦 修 同 志 证 明 , 若 适当 选择 最 大 树 ， 可 使 (1); 的 每 一 方程 都 巷 含 2 
个 有 未知 数 的 项 , 这 使 判断 (1), 有 解 与 否 也 即 G 能 否 柑 入 平面 与 否 变 得 极为 简单 ， 这 是 
本 理论 的 一 个 重要 进展 ， 刘 彦 佩 同 志 的 论文 ( 模 2 规划 与 平面 嵌入 》 将 发 表 于 应 用 数学 学 
报 . 


